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El hueso trabecular es un material altamente poroso, heterogéneo y 
anisotrópico que se puede encontrar en las epífisis de los huesos largos 
y en la estructura vertebral. La arquitectura jerárquica hace del hueso 
trabecular un excelente ejemplo de un material natural liviano que 
combina resistencia con dureza. Esta excepcional combinación de 
propiedades hace interesante el uso del hueso para el diseño de 
materiales bioinspirados, que son el punto de partida para el diseño de 
estructuras que sean livianas y resistentes. Además, una mejor 
compresión de la mecánica del hueso trabecular es de interés para el 
diagnóstico de enfermedades óseas, la evaluación del riesgo de fractura 
y para el diseño de huesos y andamios óseos para la ingeniería de 
tejidos. En este contexto, es el objetivo de este trabajo desarrollar e 
implementar una herramienta computacional para el diseño multiescala 
de sólidos porosos con microarquitecturas inspiradas en la del hueso 
trabecular para uso general y en aplicaciones de bioingeniería. 
La tesis comienza con la caracterización del comportamiento elástico 
del hueso trabecular, para lo que se implementa una herramienta de 
homogenización computacional basada en el método numérico iterativo 
de la transformada rápida de Fourier (FFT) propuesto por Moulinec y 
Suquet. No existen antecedentes sobre la utilización del método de FFT 
a la mecánica ósea, por lo que en este trabajo se realizan aportes 
originales. 
La microestructura biomimética parametrizada introducida por 
Kowalczyk es la utilizada en este trabajo, para la que se desarrolla un 
esquema de optimización que determina la microestructura que mejor 
reproduzca las simetrías elásticas de una muestra de hueso natural 
objetivo. Cuando se analizan los tensores de elasticidad de las muestras 
naturales y sus correspondientes artificiales se puede ver que las 
microestructuras artificiales son en general más rígidas, por lo que la 
microestructura parametrizada debe tener, en promedio, la mitad de la 
rigidez de la muestra natural objetivo.  
Las microestructuras naturales y sus equivalentes artificiales fueron 
comparadas en términos de su comportamiento ultrasónico a través de 
modelos computacionales de transmisión. Estos modelos reproducen 
las condiciones de ensayos de ultrasonido cualitativo (QUS) y permiten 
determinar la velocidad de propagación del sonido (SOS). Este estudio 
se realiza para 23 muestras de hueso trabecular, encontrándose una 
discrepancia promedio del 15%. 
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Finalmente, se desarrolla una herramienta de optimización multiescala 
para maximizar la rigidez de cuerpos elásticos con microestructuras 
biomiméticas parametrizadas. La implementación combina un modelo 
de elementos finitos que evalúa la rigidez del cuerpo en la macroescala 
con un algoritmo de optimización de punto interior para determinar los 
valores locales óptimos de las variables de diseño. La herramienta de 
optimización es utilizada para la resolución de una serie de problemas. 
En primer lugar, se demuestra la efectividad de la herramienta mediante 
la solución de cuatro problemas de evaluación cuyos resultados se 
comparan con soluciones de referencia obtenidas empleando 
optimización topológica. Los resultados de optimización multiescala son 
coherentes con las soluciones de optimización topológica de referencia, 
produciendo, en todos los casos, diseños más eficientes. Luego, se 
explora la capacidad de la herramienta para reproducir la 
microestructura de un fémur proximal sometido a cargas fisiológicas 
normales. El modelo predice exitosamente las principales 
características de la disposición espacial de las microestructuras 
trabeculares y corticales en el fémur. 
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Cancellous bone is a highly porous, heterogeneous, and anisotropic 
material which can be found at the epiphyses of long bones and in the 
vertebral bodies. The hierarchical architecture makes of cancellous bone 
a prime example of a lightweight natural material that combines strength 
with toughness. This exceptional combination of properties arouses the 
interest to use bone as a basis for the design of bioinspired materials, 
which offer a path towards solving the challenge of designing structures 
that are both light and strong. Furthermore, to better understand the 
mechanics of cancellous bone is of interest for the diagnosis of bone 
diseases, the evaluation of the risk of fracture, and for the design of 
artificial bones and bone scaffolds for tissue engineering. Within this 
context, it is the objective of this work to develop and implement 
computational tools for the multi-scale design of porous solids with 
microarchitectures inspired by trabecular bone for general purpose and 
in bioengineering applications. 
This thesis begins with the multi-scale characterization of the elastic 
behavior of trabecular bone. For this purpose, a computational 
homogenization tool based on the Fast Fourier Transform (FFT) method 
by Moulinec and Suquet is implemented. This is a nouvelle application 
of the FFT method to bone mechanics, so original contributions are 
made in the field of computational mechanics. 
The parameterized artificial trabecular microstructure by Kowalczyk is 
studied in detail, and its ability to mimic the anisotropic elastic response 
of natural cancellous bone is shown. An original optimization scheme 
based in the elastic-tensor symmetries is developed to obtain the 
artificial microstructure that better mimics the elastic response of a target 
natural bone specimen. A study made on 146 natural cancellous bone 
samples resulted in artificial microstructures whose elastic tensors have 
symmetries that differ, in average, 6% with respect to those of the natural 
samples. It is found that mimetic microstructures are more efficient in 
terms of stiffness per mass unit, being them around twice stiffer than 
natural bone. A strategy based on the scaling of the material rigidity is 
proposed to compensate the microstructure stiffness deviation. 
The natural and artificial microstructures are compared in terms of their 
ultrasonic behaviors through the computational simulation of ultrasound 
transmission tests. A study conducted on 23 natural bone samples 
resulted in an average difference of 15% between the speed of sound of 
the natural and the mimetic microstructures. 
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Finally, a new multiscale optimization method is developed to maximize 
the rigidity of elastic bodies with parameterized biomimetic 
microstructures. The implementation combines a finite element model to 
evaluate the stiffness of the body at the macroscale with an internal point 
optimization algorithm to determine the optimal values of the artificial 
microstructure parameters and orientation over the body domain. The 
optimization method is shown for a series of problems. First, the 
effectiveness of the tool is demonstrated by solving four evaluation 
problems whose results are compared with reference solutions obtained 
through topological optimization. It is found that the multi-scale 
optimization produces, in all cases, more efficient designs. Secondly, the 
ability of the multi-scale optimization method to reproduce the 
microstructure of a bone is explored via the analysis of a proximal femur 
subjected to physiological loads. The model successfully predicts the 
main features of the spatial arrangement of femur trabecular and cortical 
microstructures. 
A final chapter with a compendium of the results and conclusions and a 
proposal for future work closes the thesis. 
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Los nuevos materiales son, en muchos casos, el único camino para responder a las 
exigentes demandas por seguridad, eficiencia y desarrollo sostenible en términos de 
consumo de energía y reducción de la polución. En general, los materiales naturales (o 
biológicos) poseen notables propiedades mecánicas si se las compara con la relativa 
debilidad de los constituyentes con los que están ensamblados1. Los materiales 
bioinspirados han dado lugar a nuevas filosofías de diseño que combinan la ciencia y 
tecnología de materiales, las ciencias de la vida, la simulación y el modelado 
computacional y las nuevas tecnologías de fabricación. El esqueleto de una esponja de 
mar (Figura 1.1(a)), por ejemplo, exhibe niveles jerárquicos de complejidad asombrosos, 
cada uno de los cuales proporciona los componentes esenciales del diseño estructural 
necesarios para convertir un material frágil como la sílice en una sofisticada obra maestra 
de la evolución arquitectónica. Elementos estructurales similares a los del esqueleto de la 
esponja se encuentran en obras maestras avanzadas de ingeniería estructural, como la 
Swiss Re Tower en Londres, el Hotel De Las Artes en Barcelona y la Torre Eiffel en París, 
que se ilustran en los insertos de la Figura 1.1(a)2. Otro ejemplo son las conchas de 
caracol cuya estructura laminar jerárquica de tres niveles crea vías de desviación de 
fisuras durante la carga; esta estructura inspira el desarrollo de materiales de alta dureza. 
La Figura 1.1(b) muestra un compuesto inspirado en las conchas marinas construido 
mediante fabricación aditiva3. 
Es de interés para este trabajo el comportamiento mecánico de los huesos. Como todos 
los órganos del cuerpo, los huesos tienen una estructura jerárquica que se extiende sobre 
varios órdenes de magnitud, desde la macro escala (del orden de centímetros) hasta la 
escala nanométrica de las matrices extra celulares. Esta disposición de los componentes 
1 
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en diversos niveles jerárquicos permite combinar propiedades, tales como alta rigidez y 
dureza. Además, el hueso tiene la capacidad de adaptarse al variar su estructura con el 
objetivo de desempeñar múltiples funciones. Por ejemplo, las alas de las aves tienen 
estructuras optimizadas para proporcionar la rigidez requerida con el mínimo peso. La 
Figura 1.2(a) muestra un material multifuncional experimental desarrollado a partir de 
estas estructuras2. Otro ejemplo es el pabellón totalmente impreso en 3D inspirado en la 
microestructura de los huesos (Figura 1.2(b)) que diseñó y construyó el equipo de 
investigación de la escuela de arquitectura Politécnica de Milán. Este pabellón es un 
prototipo innovador y liviano que explora soluciones sostenibles para el abastecimiento 
de materiales y utiliza una técnica de construcción que minimiza el uso de material4. Jens 
Bauer en el Instituto de Tecnología de Karlsruher (KIT) y sus colegas han desarrollado el 
material mostrado en la Figura 1.2(c) inspirándose en la estructura del hueso trabecular. 
 
Figura 1.1. (a) Esqueleto de una esponja de mar y estructuras inspiradas en ella2. (b) compuesto 
inspirado en las conchas marinas creado empleando fabricación aditiva3. 
 
Figura 1.2. Materiales y estructuras inspiradas en el hueso. 
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Este material es menos denso que el agua, pero tan resistente como algunas formas de 
acero5. Investigadores del MIT están buscando tecnologías para aumentar la resistencia 
y durabilidad de construcciones civiles mediante el reemplazo total o parcial del cemento 
por materiales naturales como huesos, conchas y esponjas marinas (Figura 1.2(d))6. 
Al mismo tiempo, el entendimiento de la mecánica de las estructuras óseas es relevante 
para la ingenia médica. El aumento en la esperanza de vida trae consigo dos problemas 
de salud de alto impacto social: la osteoporosis y la estabilidad de implantes quirúrgicos. 
La osteoporosis es una patología que provoca la disminución de la masa ósea y el 
deterioro de su calidad y microarquitectura, con el consiguiente incremento del riesgo de 
fractura. La International Osteoporosis Foundation coloca a la osteoporosis en el segundo 
lugar como un problema crítico de salud luego de las enfermedades cardiovasculares (ver 
estadísticas en http://www.iofbonehealth.org/facts-statistics). Resulta por lo tanto de 
relevancia disponer de métodos y herramientas para medir y determinar la calidad del 
hueso que sirvan para predecir el riesgo de fractura. En este mismo sentido, la 
comprensión detallada del comportamiento mecánico de las microestructuras óseas es 
relevante para la investigación sobre andamios óseos que induzcan y guíen el crecimiento 
del hueso. La Figura 1.3 muestra un ejemplo de un andamio óseo fabricado mediante 
impresión 3D7. Las microestructuras de los andamios necesitan conjugar no solo 
capacidad de soporte estructural, sino también de transporte de nutrientes y moléculas 
hacia su interior para promover el crecimiento interno celular, facilitar la vascularización 
del tejido y remover desperdicios. Las tecnologías actuales de imágenes médicas, diseño 
y modelado computacional y fabricación 3D permiten diseñar y construir andamios óseos 
personalizados según los requisitos del paciente. La Figura 1.4 ilustra la integración de 
estas tecnologías para desarrollar un andamio en la región del cóndilo de la mandíbula7. 
 
 
Figura 1.3. Ejemplos de andamios construidos mediante fabricación aditiva. (a) diseño y andamio 
fabricado. (b) Vista del crecimiento óseo sobre la microestructura del andamio. El hueso se muestra en 
blanco y el andamio en azul7. 
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Este trabajo plantea como objetivo general estudiar y caracterizar el comportamiento 
elástico del hueso trabecular para 
- aprovechar sus excelentes prestaciones estructurales para el diseño innovador de 
componentes mecánicos, 
- mejorar técnicas de diagnóstico médico para determinar la calidad del hueso y  
- diseñar huesos artificiales, implantes y andamios óseos. 
Para esto se plantean los siguientes objetivos específicos: 
- Desarrollar una herramienta computacional para caracterizar (homogenizar) el 
comportamiento elástico del hueso trabecular a partir de su topología y las 
propiedades mecánicas de sus constituyentes. 
- Diseñar una microestructura artificial con un comportamiento elástico mimético al 
del hueso trabecular. 
- Desarrollar e implementar una herramienta computacional de optimización 
multiescala para el diseño de sólidos macroscópicos construidos con las 
microestructuras artificiales miméticas. 
1.3 ANTECEDENTES 
Los avances en la tecnología de imágenes 3D y la potencia de cálculo computacional han 
mejorado los métodos clásicos para evaluar las propiedades mecánicas del hueso 
trabecular, que son clave para determinar el riesgo de una fractura osteoporótica8,9. Estos 
avances han hecho posible la construcción de modelos de elementos finitos (FE) de alta 
resolución a partir de microarquitecturas óseas que son digitalizadas usando micro 
tomografía computada (micro-TC). El análisis de elementos finitos (FEA) es empleado 
para calcular las propiedades elásticas efectivas del hueso10–13, para predecir su 
 
Figura 1.4. Procedimiento basado en imágenes para producir un andamio que se adapte al sitio de 
anatómico previsto7. 
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resistencia14 y como parte de análisis multiescala sofisticados15,16. Estos modelos asignan 
a las trabéculas las propiedades mecánicas de la matriz mineral, la que se asume lineal 
elástica y es caracterizada generalmente por medio de ensayos de micro y nano 
indentación17,18. También han sido considerados comportamientos no lineales más 
elaborados; por ejemplo, Schwiedrzik et al.19 introdujeron un modelo cohesivo-friccional 
para capturar los efectos que llevan a la falla del hueso trabecular. También hay modelos 
que toman en cuenta la presencia de los fluidos intersticiales en la microestructura 
trabecular para evaluar efectos viscosos20 y la permeabilidad del hueso21. 
En las últimas décadas, las tecnologías de ultrasonido cuantitativo (QUS) han sido 
introducidas para medir in vivo el estado del esqueleto empleando mediciones de 
parámetros de ultrasonido en diferentes sitios, tales como el calcáneo22, las falanges23, el 
radio24,25, la tibia26, y el fémur proximal27. Los parámetros de QUS son factores clínicos 
predictivos bien establecidos del riesgo de fractura para la predicción de la osteoporosis. 
Muchas otras patologías pueden también beneficiarse de las mediciones por ultrasonido. 
El método basado en la transformada rápida de Fourier (FFT), originalmente introducido 
por Moulinec y Suquet28, ha ganado popularidad en el cálculo de las propiedades 
homogenizadas de materiales compuestos, presentándose como una alternativa a 
implementaciones computacionales clásicas de los ensayos de homogenización 
mediante FEA. El método de FFT está basado en la solución de la ecuación de Lippamnn-
Schwinger de manera iterativa para lo que hace uso del operador de Green asociado a 
un material lineal de referencia. El método no requiere mallado y puede lidiar con 
microestructuras complejas arbitrarias que son provistas a través de imágenes 
segmentadas de materiales reales. Su implementación es fácilmente paralelizable y 
puede sacar ventaja de unidades de procesamiento gráfico (GPU) para acelerar los 
cálculos de FFT. El método de FFT ha sido aplicado en elasticidad lineal29, 
termoelasticidad30, termoplasticidad31, tensiones residuales32, flujo de Stokes en solidos 
porosos33, así como también en problemas térmicos34, eléctricos35,36, de acoplamiento 
termo-magneto-electro-elástico37 y ópticos38. 
Las microestructuras parametrizadas ofrecen una alternativa versátil para estudiar el 
hueso trabecular. Estas microestructuras están formadas arreglos de placas y barras 
descriptas por un número reducido de micro parámetros geométricos. A pesar de que 
estas microestructuras pueden ser criticadas por no ser totalmente realistas, su principal 
ventaja es que sus propiedades pueden ser expresadas como funciones continuas 
explicitas de los micro parámetros geométricos. Además, los modelos basados en 
morfometría local, compuestos de placas y barras individuales, han ayudado a entender 
como los cambios estructurales locales influyen en la resistencia del hueso39,40. Es crucial 
para el modelado de la evolución de la microestructura a gran escala contar con relaciones 
explicitas entre los parámetros geométricos y las propiedades mesoscópicas. Estas 
relaciones permiten formular el problema simplemente como la evolución de un conjunto 
de variables escalares, lo cual es mucho más eficiente en términos de costo 
computacional que el análisis de la evolución geométrica de ciertas componentes de las 
microestructuras óseas reales basadas en micro-TC. Ejemplos de microestructuras 
trabeculares artificiales parametrizadas son las desarrolladas por Kowalczyk41 y Dagan et 
al.42, las cuales han sido exitosamente empleadas en el modelado de cambios a largo 
plazo en las propiedades morfológicas y mecánicas del hueso trabecular en el fémur 
proximal; ver Be’ery-Lipperman y Gafen43 y Kowalczyk44, respectivamente. Las 
microestructuras trabeculares artificiales han sido también usadas para el desarrollo de 
modelos continuos para describir la respuesta tensión-deformación del hueso 
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trabecular45,46 y el colapso plástico multiaxial y el criterio de falla47 por medio de análisis 
de homogenización.  
Las propiedades homogenizadas de los modelos paramétricos del hueso trabecular 
pueden ser integradas en métodos de optimización multiescala para el diseño de 
substitutos óseos y andamios naturales7 para ingeniería de tejidos. Estos métodos siguen 
la estrategia denominada Materiales por Diseño (MbD)48, que consiste en diseñar la 
estructura de un material en una subescala para hacer que el material en sí, o un cuerpo 
hecho de este material, sea el más adecuado para una aplicación específica. Desde el 
punto de vista computacional, MbD puede formularse como un problema de optimización 
estructural donde la función de costo se define en la macroescala y las variables de diseño 
están en la microescala; el objetivo es obtener la distribución de la microestructura sobre 
el dominio de la macroestructura que resulta en el mínimo de una determinada función de 
costo49,50. El material resultante puede asimilarse a un material funcionalmente graduado 
(FGM) ya que la microestructura cambia suavemente de un punto a otro de la 
macroescala. Tales estructuras pueden ser fabricadas por medio de tecnologías de 
impresión 3D51,52. 
1.4 ORGANIZACIÓN DE LA TESIS 
La tesis se organiza en cuatro bloques. El primero está dado por el Capítulo 2, donde se 
presenta una descripción general del hueso y de su estructura, que es seguida de la 
descripción de la estructura y composición del hueso trabecular, y de los métodos 
disponibles para caracterizar sus propiedades mecánicas y estructurales. A partir de la 
revisión de estos conceptos se formulan las hipótesis de trabajo. Los bloques 2 a 4 se 
relacionan con los tres objetivos específicos planteados en la Sección 1.2. 
En el Capítulo 3, se implementa el método de FFT para calcular las propiedades elásticas 
anisotrópicas homogenizadas del hueso trabecular. El desempeño del método es 
evaluado para microestructuras óseas naturales y artificiales. La aplicación al hueso 
natural incluye el análisis de muestras de dos fuentes: cabezas femorales bovinas y 
fémures implantados de ratas macho Hokkaido adultas (12 semanas); para las 
microestructuras artificiales se utilizan las celulares parametrizadas introducidas por 
Kowalczyk41. No existen antecedentes sobre la utilización del método de FFT a la 
mecánica ósea, por lo que este capítulo realiza aportes originales sobre la preparación de 
los modelos, el análisis de los resultados, el desempeño computacional y las limitaciones 
del método. 
El tercer bloque se enfoca en el diseño de una microestructura artificial que reproduzca el 
comportamiento elástico del hueso trabecular. Para esto, en el Capítulo 4 las 
microestructuras trabeculares parametrizadas introducidas por Kowalczyk41 son 
analizadas en función de su habilidad para reproducir la respuesta elástica del hueso 
trabecular natural. Las microestructuras artificiales son comparadas con muestras de 
hueso natural en términos de sus simetrías elásticas. Se propone una representación 
parametrizada de la matriz elástica de las microestructuras artificiales que es luego 
utilizada para formular dos estrategias de optimización para encontrar la microestructura 
parametrizada que mejor reproduce la respuesta elástica de una muestra de hueso 
natural: un algoritmo de Programación Cuadrática Secuencial que minimiza la norma de 
la diferencia entre las matrices elásticas, y un algoritmo de Búsqueda de Patrones que 
minimiza la diferencia entre las descomposiciones en simetrías elásticas. Ambas 
estrategias usan los parámetros geométricos como variables de diseño. En el Capítulo 5 
se comparó el comportamiento ultrasónico de 23 muestras naturales con sus 
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correspondientes contrapartes miméticas que resultan del esquema de optimización. Para 
esto se modelan ensayos de propagación ultrasónica in vitro mediante el método de 
diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD). Las comparaciones se realizan en 
términos de dos parámetros típicos de las técnicas de ultrasonido cuantitativo (QUS): la 
velocidad del sonido (SOS) y la atenuación ultrasónica de banda ancha (BUA). Se 
investiga también la posible correlación entre los parámetros de QUS con sus simetrías 
elásticas tanto para las trabéculas naturales como para sus correspondientes artificiales. 
Este bloque contiene resultados originales sobre la metodología para el diseño de las 
microestructuras trabeculares miméticas y la evaluación de su comportamiento 
ultrasónico. 
El tercer bloque comprende los Capítulos 6 y 7. En el Capítulo 6 se desarrolla una 
herramienta de optimización multiescala para maximizar la rigidez de cuerpos elásticos 
con microestructuras biomiméticas parametrizadas. La herramienta de optimización utiliza 
como variables de diseño los micro parámetros y la orientación de la microestructura. La 
implementación combina un modelo de elementos finitos que evalúa la rigidez del cuerpo 
en la macroescala con el algoritmo de optimización de punto interior IPOpt (Interior Point 
Optimizer) de Wächter & Biegler53 para determinar los valores locales óptimos de las 
variables de diseño. Se discuten y analizan en detalle aspectos asociados a la 
implementación del algoritmo para obtener una herramienta versátil, eficiente y apta para 
resolver problemas tridimensionales de gran escala. En el Capítulo 7 se aplica la 
herramienta de optimización a la resolución de una serie de problemas. En primer lugar, 
se demuestra la efectividad de la herramienta mediante la solución de cuatro problemas 
de evaluación cuyos resultados se comparan con soluciones de referencia obtenidas 
empleando optimización topológica. Finalmente, se explora la capacidad de la 
herramienta para reproducir la microestructura de un fémur proximal sometido a cargas 
fisiológicas normales. 
Las conclusiones de la tesis se resumen en el Capítulo 8 donde también se proponen 
algunos trabajos futuros.  
Se adjuntan a lo anterior una serie de apéndices con el material que no fue incluido en el 
cuerpo de los capítulos a efectos de facilitar su presentación y lectura, y copias de los 
trabajos publicados en revistas científicas.
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 HUESO TRABECULAR 
Y ANDAMIOS ÓSEOS 
En este capítulo se presenta una descripción general del hueso y de su estructura, que 
es seguida de la descripción de la estructura y composición del hueso trabecular, y de los 
métodos disponibles para caracterizar sus propiedades mecánicas y estructurales. A 
partir de la revisión de estos conceptos se formulan las hipótesis de trabajo. 
2.1 ESTRUCTURA DEL HUESO 
El hueso es un tejido especializado que tiene funciones fisiológicas fundamentales. Su 
dureza, elasticidad, y su baja plasticidad y fragilidad lo hacen un tejido de soporte ideal 
tanto estático como dinámico, es decir, para la inserción de músculos y la protección de 
tejidos blandos, órganos y la medula ósea. Además, junto con el intestino y el riñón, 
contribuye a la regulación del calcio. El arreglo de su microestructura y la presencia de 
cavidades en su interior le dan al hueso una relación óptima entre masa y resistencia54. 
El tejido óseo tiene una estructura jerárquica con varias escalas o niveles, interacciones 
especificas entre estos niveles y una arquitectura altamente compleja, lo que le permite 
cumplir sus funciones mecánicas y biológicas. Katz et al.55 distinguen cinco niveles de 
organización jerárquica, mostrados en la Figura 2.1: (i) la macroescala, de entre varios 
milímetros a varios centímetros, dependiendo de la especie, que contiene el hueso 
completo; (ii) la mesoescala, de entre varios cientos de micrones a varios milímetros, 
donde se pueden distinguir el hueso cortical y el hueso trabecular; (iii) la microescala, de 
entre unas decenas a cientos de micrones, en la que el hueso cortical está constituido por 
osteonas y lamelas intersticiales, y en el hueso trabecular se pueden observar las 
2 
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trabéculas individuales; (iv) la sub-microescala, de unos pocos micrones, que es la escala 
de las lamelas; y (v) la nanoescala, de unas decenas de nanómetros, donde se pueden 
distinguir los componentes elementales (hidroxiapatita y colágeno) de los tejidos 
mineralizados56. 
 
Aproximadamente 80% de la masa del esqueleto en un humano adulto es hueso cortical, 
que forma la pared externa de los huesos y cumple una función de protección y de soporte 
del esqueleto. El 20% restante de la masa ósea es hueso trabecular. La distribución de 
hueso cortical y trabecular varía ampliamente entre los diferentes huesos. Por ejemplo, el 
cúbito contiene 92% de hueso cortical y solamente 8% de hueso trabecular, mientras que 
una vértebra típica consiste en 62% de hueso cortical y 38% de hueso trabecular. En una 
sección transversal, los extremos de huesos largos tales como el fémur tienen una 
cascara cortical densa con un interior trabecular poroso. Los huesos planos tales como la 
calota craneal tienen una estructura en sándwich: capas corticales densas en las 
superficies externas y una estructura trabecular de refuerzo delgada en el interior57. El 
hueso cortical y el trabecular difieren en su desarrollo, arquitectura, función, proximidad a 
la medula ósea, flujo sanguíneo, velocidad de remodelado, y magnitud de los cambios 
dependientes de la edad y las fracturas (Tabla 2.1)58. 
 
 
Figura 2.1. Estructura jerárquica multiescala del hueso. 
 Cortical Trabecular 
Fracción de masa del esqueleto 80% 20% 




Tejido blando ~10% ~75% 
Porosidad Baja Alta 
Remodelado Lento Rápido 
Función Principalmente 
biomecánica. También 




También de soporte 
Tabla 2.1. Diferencias entre el hueso cortical y el trabecular. 
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2.2 CARACTERIZACIÓN ESTRUCTURAL DEL HUESO 
Existen diversas técnicas de imágenes que pueden ser usadas para caracterizar el hueso 
y comprender su estructura jerárquica. Cada técnica trabaja en una determinada escala, 
lo que permite observar ciertas características estructurales del hueso. 
Entre las técnicas utilizadas para obtener imágenes en la escala nanométrica se pueden 
mencionar la microscopía electrónica de barrido (SEM), que permite obtener imágenes 
de características estructurales de materiales biológicos (Figura 2.2(b))59, la microscopía 
de fuerza atómica (AFM), la cual utiliza una sonda de barrido para obtener imágenes con 
una resolución del orden de fracciones de un nanómetro (Figura 2.2(d))60, y la microscopía 
electrónica de transmisión (TEM), que permite obtener imágenes a la escala de un átomo 
(Figura 2.2(e))59. 
Para observar la estructura ósea en la microescala, se pueden utilizar técnicas como la 
estereoscopía, la microscopía óptica y la micro-TC, que es la técnica empleada en este 
trabajo. La estereoscopía es una técnica de imágenes muy utilizada capaz de generar 
visualizaciones tridimensionales. La estructura celular del hueso trabecular, 
particularmente en la escala sub-milimétrica, puede ser observada empleando 
estereoscopía. La Figura 2.2(a) muestra una imagen de estereoscopía de la sección 
longitudinal de un hueso trabecular bovino61. La microscopía óptica utiliza luz visible que 
se refleja o se transmite a través de la muestra para permitir una vista magnificada de la 
muestra (Figura 2.2(c)). 
El método de tomografía computada (TC) por rayos X es capaz de reconstruir la estructura 
interna tridimensional de un objeto a través de proyecciones desde diferentes direcciones 
de visualización. Esta técnica provee un mapa de absorción de rayos X del objeto, a través 
del cual es posible identificar y separar las diferentes fases de un material compuesto. 
Las micro-TC permiten obtener una resolución espacial de 1 µ𝑚𝑚, escala en la cual pueden 
ser investigadas gran parte de las características microestructurales en materiales 
ingenieriles y biológicos62. Además, la técnica de micro-TC tiene la ventaja de ser no 
invasiva y no destructiva, lo cual minimiza la preparación de la muestra y puede proveer 
escaneos in vivo en animales vivos63–65. En comparación con otras técnicas de 
microscopía 3D tales como resonancia magnética o ultrasonido, el método micro-TC es 
más apropiado para estudiar huesos y tejidos calcificados debido al alto coeficiente de 
atenuación del calcio66. Esta técnica es muy útil para capturar la arquitectura del hueso 
trabecular y permite la construcción de modelos computacionales de forma directa. La 
Figura 2.2(f) muestra una imagen de micro-TC de una muestra de hueso trabecular 
bovino. 
La técnica de micro-TC provee una serie de imágenes 2D en escala de grises sobre las 
cuales la estructura 3D puede ser reconstruida. Los diferentes tonos de gris reflejan la 
influencia combinada del nivel de mineralización del hueso, el ruido, y el efecto de 
volumen parcial, ya que un voxel puede contener tanto hueso como hueco59. 
La habilidad de reconstruir la estructura en tres dimensiones permite la cuantificación de 
varios parámetros morfométricos del hueso, lo cual permite estudiar la influencia de la 
estructura en diferentes propiedades del hueso. La Tabla 2.2 resume la contribución de 
la técnica de micro-TC al análisis cuantitativo del hueso67–69. Las características 
presentadas en la Tabla 2.2 pueden ser calculadas a partir de las imágenes de micro-TC 
de manera automática empleando el software BoneJ70. 
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Figura 2.2. (a) Imagen de estereoscopía de la vista longitudinal de un fémur bovino trabecular. (b) 
Micrografía SEM de electrones secundarios de la superficie de fractura de la parte cortical de un fémur 
bovino. (c) Micrografía óptica de una sección transversal de la parte cortical de un fémur bovino. Se 
pueden visualizar los componentes microestructurales del hueso: osteonas (Os), hueso intersticial (I), 
lacunas (L), canales Haversianos (H) y canales de Volkmann (V). (d) Imagen de AFM en la que se 
observan las fibrillas de colágeno mineralizadas en el hueso. Las flechas indican las proteínas que 
actúan como unión entre las fibrillas de colágeno60. (e) Serie de micrografías de TEM tomadas de una 
muestra hueso cortical desmineralizado con diferentes ángulos de inclinación. (f) micro-TC de un hueso 
trabecular bovino. 
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2.3 HUESO TRABECULAR 
El hueso trabecular es el principal soporte de carga en las estructuras vertebrales y 
transfiere la carga de las articulaciones al hueso cortical en los huesos largos. Además, 
afecta la resistencia y el riesgo de fractura de la estructura ósea71,72. La predicción de las 
propiedades mecánicas del hueso trabecular presenta complicaciones debido a su 
naturaleza heterogénea73–75 y anisotrópica71,76–80. El comportamiento elástico y, en 
general, las propiedades mecánicas del hueso trabecular dependen de la dirección de 
carga81–84, el sitio anatómico85–87, la especie, la edad88,89 y el tamaño de la muestra 
ensayada79,90,91. Por ejemplo, Nazarian et al.87 han mostrado que el desempeño mecánico 
de cada región en el fémur proximal humano es altamente dependiente de la 
microestructura trabecular correspondiente. 
Wolff92 postulo que el módulo del tejido óseo era similar al del tejido trabecular y que las 
diferencias aparentes entre ellos podían ser atribuidas enteramente a la diferencia en la 
densidad. Esta perspectiva fue compartida por muchos otros, incluyendo a Carter y 
Hayes93, quienes observaron una relación cúbica entre el módulo elástico aparente y la 
densidad aparente en el hueso trabecular y que la extrapolación a altas densidades 
permite poner al hueso cortical dentro de la misma relación. 
Diferentes experimentos han demostrado que el hueso trabecular puede asimilarse a un 
material elástico lineal en el rango de deformaciones fisiológicas94. La arquitectura 
trabecular determina la anisotropía elástica del hueso trabecular, la que puede ser 
descripta por un tensor elástico de cuarto orden, ℂ , el cual relaciona linealmente la 
deformación y las tensiones a través de la Ley de Hooke 
𝝈𝝈 = ℂ ∙ 𝜺𝜺, (2.1) 
donde 𝝈𝝈  y 𝜺𝜺  son los tensores de segundo orden de la tensión y la deformación, 
respectivamente. El tensor elástico está determinado en su forma más general por 81 
componentes. La evidencia experimental ha mostrado también que el hueso trabecular 
tiene un comportamiento muy próximo al de una estructura ortotrópica en la mesoescala, 
Hueso Trabecular Hueso Cortical 
Volumen de hueso relativo 
(BV/TV) 
Densidad de hueso cortical (Ct.BV/TV) 
Relación de volumen a superficie 
de hueso (BS/BV) 
Espesor cortical (Ct.Th.) 
Espesor trabecular (Tb.Th.) Densidad de número de canales (N.Ca/Ct.TV) 
Espaciado trabecular (Tb.Sp.) Densidad de volumen de canales (Ca.V/Ct.TV) 
Número trabecular (Tb.N.) Diámetro de canal medio (Ca.Dm), longitud de canal 
(Ca.Le), orientación de canal (Ca.θ) 
Factor de patrón trabecular 
(TBPf) 
Espaciado de canal (Ca.Sp) 
Grado de anisotropía Densidad de número de lacunas (N.LC/Ct.TV) 
Índice estructural Densidad de volumen de lacunas (Lc.V/Ct.TV) 
Dimensión fractal Grado de anisotropía 
 Dimensión fractal 
Tabla 2.2. Análisis cuantitativo del hueso empleando la técnica de micro-TC67–69. 
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con tres planos de simetría, lo que requiere de solo nueve componentes independientes 
para describir completamente el comportamiento elástico de la estructura95. 
Varios autores han demostrado que el comportamiento elástico del hueso trabecular bajo 
tracción y compresión es el mismo96,97. Existen dos procedimientos experimentales para 
determinar el módulo elástico del hueso trabecular: ensayos mecánicos98,99 y técnicas de 
ultrasonido96,100,101. Los ensayos mecánicos pueden ser realizados en tracción o 
compresión para determinar el módulo axial98 o en torsión para evaluar el módulo de 
corte94. Para mejorar la reproducibilidad, las muestras deben ser sometidas a una serie 
de ciclos de acondicionamiento antes de alcanzar un estado estable98,99. Sin embargo, los 
ensayos mecánicos tienen numerosas limitaciones: los resultados están normalmente 
dispersos, es decir, solo hay datos para unos pocos parámetros para un número limitado 
de casos, y los experimentos son complicados ya que deben ser cuidadosamente 
diseñados para minimizar errores asociados a efectos de tamaño, preparación de las 
muestras y las condiciones de ensayo102,103. 
Diferentes autores han propuesto relaciones entre las propiedades elásticas y los 
parámetros estructurales del hueso trabecular. En este sentido, se ha encontrado que la 
densidad aparente, 𝜌𝜌𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, que es el producto de la fracción de volumen sólida, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, y 
la densidad del tejido óseo, 𝜌𝜌 , es el descriptor que mejor se correlaciona con las 
propiedades mecánicas del hueso trabecular104. Varios estudios han propuesto formas 
lineales y exponenciales que expresan el módulo de Young en función de la 𝜌𝜌𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎. Sin 
embargo, estas correlaciones presentan limitaciones: el error en los módulos elásticos 
puede ser de hasta 53% para ciertas fracciones de volumen105 y no son capaces de 
predecir de manera individual las propiedades elásticas del hueso trabecular en diferentes 
sitios anatómicos y para diferentes especies103. De manera similar, las propiedades 
elásticas del hueso trabecular pueden correlacionarse con el “Fabric Tensor”, que es un 
descriptor de la anisotropía del hueso trabecular106,107. 
Una técnica versátil que permite estudiar el efecto de la microarquitectura del hueso sobre 
su comportamiento elástico es el FEA a gran escala de modelos microestructurales 
construidos a partir de micro-TC de muestras óseas reales. Los análisis de elementos 
finitos pueden resolver algunos de los inconvenientes de las técnicas experimentales, ya 
que los modelos pueden someterse sin restricciones a las condiciones de carga 
necesarias para evaluar el comportamiento anisotrópico de la microestructura. Además, 
la combinación de FEA y escáneres cuantitativos periféricos de alta resolución, permite el 
análisis del hueso in vivo en la periferia del esqueleto14. El FEA se ha aplicado a grandes 
conjuntos de datos con el objetivo determinar las constantes elásticas del hueso 
trabecular108,109, habiéndose encontrado fuertes correlaciones del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 con los módulos 
elásticos y de corte pero no con el coeficiente de Poisson. 
2.4 TEJIDO ÓSEO TRABECULAR 
Las propiedades mecánicas del tejido óseo dependen principalmente de la organización 
del colágeno y de la fase mineral en su nanoescala. Los distintos métodos reportados en 
la bibliografía para medir las propiedades elásticas del tejido óseo consisten en practicar 
ensayos a trabéculas individuales. La medición de sus propiedades mecánicas presenta 
dificultades técnicas debido a que las trabéculas son extremadamente pequeñas. Varios 
métodos han sido usados para determinar el módulo del tejido óseo de las trabéculas. 
Los valores reportados están en un rango que va desde 0.76 GPa a 20 GPa58. 
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Varios investigadores diseñaron sistemas de ensayos de tracción de precisión para 
determinar el módulo de elasticidad del tejido. Hay varias dificultades técnicas asociadas 
con el ensayo de tracción de muestras pequeñas. La alineación es un punto crítico para 
poder asegurar que la muestra se encuentra sometida a un estado uniaxial de tensiones, 
pero es prácticamente imposible de garantizar cuando se tienen muestras pequeñas y 
con geometrías irregulares. Además, la geometría irregular del hueso trabecular dificulta 
la medición de las dimensiones de la muestra. 
Otra alternativa es determinar el módulo elástico de una trabécula individual a partir de un 
ensayo de pandeo. Esta técnica utiliza la ecuación clásica de Euler para pandeo elástico 










donde σc es la tensión de pandeo crítica, K es una constante dada por la condición de 
contorno, y L/r es la relación de esbeltez de la muestra. De la ecuación de Euler, el 
módulo E puede ser determinado con los datos experimentales de la tensión de pandeo 
crítica σc y la geometría de la trabécula. Un inconveniente de esta técnica es la dificultad 
que presenta la medición de la dimensión de las trabéculas. Esto da lugar a errores que 
pueden ser significativos, ya que el módulo depende del cuadrado de la relación de 
esbeltez L/r. 
Los ensayos de flexión han sido usados muy frecuentemente para determinar el módulo 
del tejido óseo. Entre las ventajas de esta técnica están la facilidad de implementación, la 
insensibilidad a la alineación de la muestra, y el hecho de que la flexión es un modo de 
deformación fisiológica importante de la trabécula. Sin embargo, hay varios problemas 
asociados con los ensayos de flexión. Primero, la anisotropía y heterogeneidad del tejido 
óseo causan distribuciones de tensiones no lineales complejas y causan errores cuando 
se emplea una fórmula de flexión elástica simple. Segundo, la carga concentrada en los 
cabezales de carga causan disturbios de tensión locales, lo cual puede ser amplificado 
debido a defectos biológicos en la superficie del tejido maquinado (tales como lacunas o 
líneas cementicias). 
En los últimos años, la nano indentación ha posibilitado la medición directa de las 
propiedades elásticas del tejido óseo trabecular104. Mediante el empleo nano indentación 
de alta resolución, Brennan et al.110 estudiaron las variaciones de las propiedades del 
tejido dentro de una trabécula; encontraron que la dureza y el módulo de Young aumentan 
hacia el centro de las trabéculas. A pesar de estos hallazgos, se encuentrá que la 
inhomogeneidad y anisotropía mecánica del tejido óseo tienen poco impacto en las 
propiedades aparentes del hueso trabecular y, en consecuencia, es común asumir que el 
módulo elástico del tejido es isotrópico108,109. 
La técnica de nano indentación instrumentada consiste en presionar una punta de 
diamante (con un radio de aproximadamente 100𝑛𝑛𝑚𝑚) mediante una carga conocida (de 
entre 0.25 𝑚𝑚𝑚𝑚  y 5 𝑚𝑚 ) sobre la superficie de la muestra; se registra la carga, 𝑃𝑃 , y el 
desplazamiento, ℎ, durante el ciclo completo de carga y descarga (Figura 2.3(a)). La carga 
aplicada al indentador aumenta a medida que penetra en la muestra hasta alcanzar la 
carga máxima, que es mantenida constante durante un período de tiempo determinado 
para minimizar efectos viscosos, ver Figura 2.3(b). Según el modelo de Oliver y Pahrr111 
– que asume la etapa inicial de descarga puramente elástica – la rigidez de la muestra, 𝑆𝑆, 
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queda definida como la pendiente de la curva de descarga, dP/dh (ver Figura 2.3(a)), que 









donde 𝛽𝛽 es un parámetro geométrico que depende de la geometría de la punta, y Ap(hc) 
es el área de la punta proyectada a la profundidad de contacto hc (ver Figura 2.3(b)). Las 
constantes elásticas de la muestra, Es y νs, y de la punta, Ei y νi, se relacionan con el 𝐸𝐸𝑟𝑟 










El módulo elástico de la muestra 𝐸𝐸𝑠𝑠 puede ser calculado a partir de la Ecuación (2.4) ya 
que 𝑆𝑆, la geometría y el material de la punta, y el coeficiente de Poisson del material de 
la muestra son conocidos; este último puede ser medido por un medio alternativo o se 
puede asumir su valor. 
 
2.5 ANDAMIOS ÓSEOS 
2.5.1 Ingeniería de tejidos 
La ingeniería de tejidos es un campo de investigación interdisciplinario que aplica 
principios de la ingeniería y las ciencias de la vida con el objetivo de desarrollar substitutos 
que restauren, mantengan o mejoren la función del tejido112. A diferencia de la estrategia 
clásica de biomateriales, la ingeniería de tejidos está basada en el entendimiento de la 
formación y regeneración del tejido, y apunta a inducir la formación de nuevo tejido 
funcional, en lugar de solo implantar nuevas partes en reemplazo113. 
Desde una perspectiva biológica, para lograr el crecimiento de hueso nuevo se requieren 
células, matrices extracelulares, comunicaciones intercelulares, interacciones célula-
matriz, y factores de crecimiento. Sin embargo, los componentes mencionados no son el 
único problema en la ingeniería de tejidos. El hueso tiene una configuración 3D, y las 
 
Figura 2.3. (a) Diagrama de carga en función del desplazamiento y (b) esquema del proceso de 
descarga y parámetros de la geometría durante y después del contacto en un ensayo de nano 
indentación. 
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células no crecen de manera tridimensional in vitro, por lo cual se necesita de una 
estructura 3D o andamio que mimetice su estructura para lograr el crecimiento del tejido 
de forma tridimensional114. 
2.5.2 Función de los andamios óseos 
Todo tejido consiste en una matriz y una o, usualmente, muchos tipos de celdas. La matriz 
es un andamio 3D para las células que provee un ambiente y una arquitectura específicos 
para cada tejido113. Además, cumple una función de depósito de agua, nutrientes, 
citocinas y factores de crecimiento. De esta manera, y con el objetivo de restaurar las 
funciones o regenerar los tejidos se requiere un andamio que actúe como una matriz 
temporal para la proliferación de las células y la deposición de la matriz extracelular, con 
el consecuente crecimiento óseo hasta que el tejido se encuentre totalmente 
restaurado/regenerado113,115,116. Al mismo tiempo, también deben actuar como una 
plantilla para la vascularización del tejido nuevo y deben participar activamente en el 
proceso regenerativo a través de la liberación de factores de crecimiento/diferenciación, 
presentes en su estructura117. 
Por lo tanto, es lógico decir que un andamio apropiado es un componente esencial para 
la ingeniería de tejidos. Sin embargo, es importante notar que este debe poseer una serie 
de propiedades que lo hagan apropiado para este propósito. Además de la elección de 
materiales adecuados, las propiedades macro y micro estructurales son de suma 
importancia. Tales propiedades afectan no solo la supervivencia, el señalamiento, el 
crecimiento, la propagación, y la reorganización de las células, sino también a su 
expresión genética y la preservación o no de su fenotipo118. 
2.5.3 Requerimientos 
El sistema biomecánico del hueso es muy complejo, por lo que los requerimientos 
mecánicos para un andamio ideal son diversos119. 
Biocompatibilidad. Uno de los principales requerimientos de cualquier andamio óseo es 
la biocompatibilidad. La biocompatibilidad de un andamio puede ser descripta como su 
habilidad para soportar la actividad celular normal incluyendo sistemas de señalización 
molecular sin producir efectos tóxicos locales o sistemáticos al tejido óseo120. Un andamio 
óseo debe ser osteoconductivo en los puntos en los que se quiere que las células óseas 
se adhieran, proliferen, y formen una matriz extracelular sobre su superficie y poros. El 
andamio debería también ser capaz de inducir la formación de hueso nuevo a través de 
señalamiento biomolecular y del reclutamiento de células progenitoras, propiedad que se 
conoce como osteoinducción. Además, el andamio debe formar vasos sanguíneos dentro 
o alrededor de la zona de implante a las pocas semanas de colocado para colaborar 
activamente con el transporte de nutrientes, oxígeno y desperdicios121. 
Propiedades mecánicas. Las propiedades mecánicas de un andamio deben corresponder 
con las propiedades del hueso locales, así como también realizar una apropiada 
transferencia de cargas. Las propiedades mecánicas del hueso varían ampliamente entre 
el hueso trabecular y el cortical, lo que hace difícil diseñar un andamio óseo único121. 
Tamaño de poro. Es esencial para los andamios óseos poseer una porosidad 
interconectada, con un tamaño de poro de al menos 100 µm de diámetro que permita la 
difusión de nutrientes y oxígeno para la supervivencia de las células122. Se encontró que 
tamaños de poro en el rango de 200-350 µm son óptimos para el crecimiento del tejido 
óseo123. Además, estudios recientes han indicado que los andamios porosos multiescala 
que involucran tanto micro como macroporos resultan mejores que los andamios que 
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poseen solo macroporos124. Desafortunadamente, la porosidad reduce las propiedades 
mecánicas tales como la resistencia a la compresión, e incrementa la complejidad de 
fabricación. Los andamios óseos pueden ser construidos empleando polímeros, 
cerámicos, compuestos o metales. La resistencia y la densidad de los materiales 
biocerámicos es similar a la del hueso cortical, mientras que para el hueso trabecular se 
pueden emplear diferentes polímeros. Sin embargo, los andamios fabricados con 
compuestos de cerámicos y polímeros son generalmente más débiles que el hueso. Los 
metales cumplen los requerimientos mecánicos del hueso, pero no proveen la integración 
necesaria entre el hueso y el tejido125. 
Biorresorbibilidad. Este es otro factor crucial para los andamios en la regeneración del 
tejido óseo120. Un andamio debe no solo tener propiedades mecánicas similares a las del 
tejido, sino que también debe ser capaz de degradarse con el tiempo in vivo, 
preferentemente a una velocidad de reabsorción controlada, y así crear lugar para el 
crecimiento del nuevo tejido óseo126. 
2.5.4 Diseño 
Una técnica para el diseño de andamios debe ser capaz de crear estructuras porosas 
jerárquicas que posean las propiedades mecánicas y de transporte de masa (es decir, 
permeabilidad y difusión) deseadas, y además estas estructuras deben tener formas 
anatómicas tridimensionales arbitrarias y complejas. El material junto con el 
procesamiento determina las propiedades funcionales máximas que un andamio puede 
lograr, así como también la manera en la cual las células interactúan con el andamio. Sin 
embargo, los requerimientos de transporte de masa para la nutrición de las células, 
canales porosos para la migración de las células, y características superficiales para la 
adherencia de las células necesitan una estructura porosa. El punto crítico para el diseño 
es calcular las propiedades mecánicas y el transporte de masa de manera precisa en la 
microescala. 
Una manera de lograr un diseño jerárquico es crear librerías de celdas unitarias a 
diferentes escalas físicas que pueden ser ensambladas para formar la arquitectura del 
andamio. Tales librerías pueden ser creadas usando estrategias de diseño basadas en 
imágenes127–129, diseño asistido por computadora (CAD)130–135, u optimización 
topológica129,136,137. La teoría de homogenización puede ser luego usada para calcular las 
propiedades efectivas sobre las celdas unitarias diseñadas. Para el transporte de masa, 
la permeabilidad macroscópica se calcula como el promedio de las velocidades de flujo 
de Stokes obtenidas para tres gradientes de presión unitarios aplicados separadamente. 
Como es de esperar, un incremento en la cantidad de material mejora las propiedades 
elásticas a la vez que disminuye la permeabilidad para un diseño de andamio 
determinado. Sin embargo, para una dada porosidad, diferentes microestructuras pueden 
dar diferentes propiedades elásticas y permeabilidad. 
La última etapa del diseño consiste en crear la arquitectura del andamio con la forma 
necesaria según el defecto anatómico. En esta etapa se emplean técnicas comúnmente 
usadas en medicina, como la TC y las imágenes de resonancia magnética (MRI), y se 
introduce información médica del paciente dentro del proceso de fabricación del andamio. 
La forma del defecto anatómico y el diseño de la microestructura son puestos en conjunto 
para obtener el diseño final del andamio. Andamios jerárquicos con la forma anatómica 
deseada y propiedades funcionales y de transporte de masa conocidas pueden ser 
diseñados integrando datos de imágenes anatómicas globales con arquitecturas 
predefinidas u optimizadas7. 
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2.5.5 Técnicas de fabricación convencionales 
Los métodos convencionales para fabricar andamios óseos incluyen la fundición de 
solventes y lixiviación de partículas138, la formación de espumas de gases139, el mallado 
de fibras y unión de fibras140, la separación de fases141, el moldeado por fundición142, la 
liofilización en emulsión143, colada y liofilización144. Sin embargo, hay limitaciones 
inherentes en estos métodos de procesamiento, los cuales ofrecen poca capacidad para 
controlar con precisión el tamaño del poro, la interconectividad de los poros, la distribución 
espacial de los poros y la construcción de canales internos dentro del andamio. 
En consecuencia, diferentes autores han intentado modificar las técnicas convencionales 
para superar estas limitaciones. Kim y Mooney145 produjeron fibras de ácido poliglicólico 
(PGA) unidas con poli-L-lactida (PLLA) para mejorar la resistencia mecánica y la velocidad 
de degradación de las mallas de fibras de PGA no unidas. Como una variante al proceso 
de liofilización, Ho et al.146 fabricaron andamios empleando un método de congelado-
extracción, el cual es más eficiente en términos de tiempo y energía necesarios. Murphy 
et al.147 mejoraron la interconectividad de poros mediante la fusión del porógeno para 
formar una plantilla, en lugar de usar partículas no unidas en un proceso de colada de 
solvente/lixiviación de partículas. El resultado mostro que se formaron orificios en las 
paredes de los poros, garantizando la interconectividad de los poros. Chen y Ma148 
crearon andamios de nanofibras de PLLA que incorporaron macroporos esféricos 
interconectados. Los macroporos son huecos dejados por esferas de parafina, las que 
fueron térmicamente unidos antes de la colada de la solución polimérica. En lugar de 
esferas de parafina, Gross y Rodriguez-Lorenzo149 usaron una plantilla de sales 
sinterizadas para producir andamios de apatita reforzados con PLLA. 
2.5.6 Fabricación aditiva 
A pesar de las mejoras logradas, el control sobre la arquitectura de los andamios usando 
las técnicas convencionales es extremadamente dependiente del proceso y no del 
diseño116,150,151. Como resultado, la fabricación aditiva (AM) es una alternativa viable para 
lograr un control extensivo y detallado sobre la arquitectura del andamio135,152. Esta 
técnica permite la construcción del andamio directamente del diseño computacional153–155. 
Algunas de las técnicas de AM disponibles son impresión 3D (3DP), modelado por 
deposición fundida (FDM), sinterizado láser selectivo (SLS), estereolitografía (SLA), 
trazado 3D, así como también varias formas de impresión directa. En todas estas 










• Extrusión de 
hebras de material 
viscoso (en forma de 
solución) basada en 
el diseño de la 
estructura 
• Deposición capa 
por capa de hebras a 
velocidad constante, 
bajo una presión 
especifica 
• Disrupción de las 
hebras según la 
velocidad 
• PCL 
• Hidroxiapatita (HA) 
• Vidrios bioactivos 
• Compuestos de 
vidrio/alginato bioactivos 
mesoporosos 
• Acido poliactico (PLA)/ 
polietileno glicol (PEG) 





• Vidrio bioactivo 6P53B 
+ Las condiciones de 
proceso permiten 
incorporar drogas y 
biomoleculas 
(proteínas y células 
vivas) 








Tabla 2.3. Técnicas de fabricación aditiva empleadas en aplicaciones de ingeniería de tejidos. 
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estrategias, los andamios son creados capa por capa sin ninguna herramienta o matriz 
especifica156,157. Las técnicas de AM pueden ser clasificadas en (a) extrusión (deformación 
+ solidificación), (b) polimerización, (c) sinterizado laser asistido, y (d) procesos basados 
en impresión directa. La Tabla 2.3 resume algunas de las técnicas de AM empleadas en 
aplicaciones de ingeniería de tejidos incluyendo sus ventajas y desventajas. 
 











• Revestimiento del 
material deseado en 
un disco de cuarzo 
transparente (cinta) 
• Control de 
deposición por laser 
• Control de 
resolución por 
distancia entre la 
cinta y el substrato 
• HA 
• Zirconio 
• células osteoblásticas 
de HA/MG83 
• Nano HA 
+ Condiciones 
ambientales 
+ Aplicable para 
materiales orgánicos 




+ Movimiento en 
etapas 3D 
- Requiere cintas 
homogéneas 
246–249 
SLS • Adición del material 
en polvo capa por 
capa 
• Sinterizado de cada 
capa de acuerdo con 
el diseño CAD, 
usando un laser 
• PCL 
• Nano HA 







• Fosfato β-tricálcico (β-
TCP) 
+ No requiere soporte 
+ No requiere post-
procesamiento 
- La resolución 
depende del diámetro 
del haz láser 
250–253 
SLA • Inmersión de la 
plataforma en un 
líquido fotopolimérico 
• Exposición a la luz 
de acuerdo con el 
diseño deseado 
• Solidificación del 
polímero solamente 
en el punto focal 
• Fabricación capa 
por capa moviendo 
la plataforma 
• Poli(propileno fumarato) 





+ Se pueden obtener 
características 
internas complejas 
• Es posible 
incorporar factores de 
crecimiento, 
proteínas y patrones 
de células 




FDM • Hebras poliméricas 
o cerámicas son 
extrudadas a través 
de una boquilla 
• Fosfato tricálcico (TCP) 
• TCP/polipropileno (PP) 
• Alúmina (Al2O3) 
• PCL 
• TCP/PCL 
+ No requiere una 
plataforma de soporte 
- La gama de 
materiales es acotada 
debido a la necesidad 












• Consolidación a 
través de la 




• Vidrio 6P53B/PCL 
+ Movimiento 
independiente de la 
boquilla en las tres 
dimensiones 
+ Control preciso del 
espesor 
+ No requiere soporte 
- Gama de materiales 
acotada 
263 
Tabla 2.3 (continuación). Técnicas de fabricación aditiva empleadas en aplicaciones de ingeniería de 
tejidos. 
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2.6 HIPÓTESIS DE TRABAJO 
Sobre la base de la revisión bibliográfica presentada en este capítulo se formulan las 
siguientes hipótesis de trabajo: 
• Las microarquitecturas del hueso trabecular y los andamios óseos son del tipo 
celular con poros interconectados. La semejanza de las microarquitecturas 
permite su estudio de forma unificada. 
• Las microestructuras se asumen periódicas locales y con separación de escalas, 
es decir, las longitudes características de las microescalas son mucho menores 
que las longitudes características de las macroescalas.  
• En la escala macroscópica, los materiales se comportan como sólidos lineales 
anisótropos; la deformación y las tensiones están relacionadas a través de la Ley 
de Hooke. 
• Las fases sólidas de las microestructuras se asumen lineales elásticas y 
homogéneas. 
• Es posible, mediante el ajuste de la microarquitectura, diseñar microestructuras 
artificiales que mimeticen el comportamiento elástico del hueso trabecular. 
 





Ventajas (+) y 
Desventajas (-) 
Refs 
3DP • Adición del material 
en polvo capa por 
capa desde una 
cama de 
alimentación 
• El pegamento es 
rociado sobre la 
capa actual 
• Fabricación capa 
por capa moviendo 
la cama de 
fabricación 
• Secado de la pieza 
por calor una vez 
finalizada 
• Fosfato tetracálcico 




• TTCP/dihidrato de 
sulfato de calcio 
• fosfato cálcico bifásico 
(BCP) 
• α/β-TCP 
• Almidón/PLLA + PCL 
• PE y PE de alta 
densidad (HDPE) 
• PLA 
+ Se puede inducir 
microporosidad en el 
andamio 
+ Gama de 
materiales amplia 
+ No requiere 





- Puede requerir post-
procesamiento 
264–270 
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Los avances en la tecnología de imágenes 3D y en la potencia de cálculo computacional 
han mejorado los métodos clásicos para evaluar las propiedades mecánicas del hueso 
trabecular, las cuales son de importancia para evaluar el riesgo de una fractura 
osteoporótica8,9. Estos avances han hecho posible la construcción de modelos de FE de 
alta resolución a partir de microarquitecturas óseas que son digitalizadas usando micro-
TC. El FEA es empleado para calcular las propiedades elásticas efectivas del hueso10–13, 
para predecir su resistencia14 y como parte de análisis multiescala sofisticados15,16. Estos 
modelos asignan a las trabéculas las propiedades mecánicas de la matriz mineral, la que 
se asume lineal elástica y es caracterizada experimentalmente por medio de ensayos de 
micro y nano indentación17,18. También han sido considerados comportamientos no 
lineales más elaborados; por ejemplo, Schwiedrzik et al.19 introdujeron un modelo 
cohesivo-friccional para capturar los efectos que llevan a la falla del hueso trabecular. 
También hay modelos que toman en cuenta la presencia de fluidos intersticiales en la 
microestructura trabecular para evaluar los efectos viscosos20 y la permeabilidad del 
hueso21. 
Otra estrategia para caracterizar el hueso trabecular consiste en el uso de 
microestructuras trabeculares artificiales equivalentes102,158. Esta estrategia tiene una 
base empírica basada sobre la observación de que la microestructura trabecular puede 
asociarse a patrones típicos constituidos mediante barras y/o placas tridimensionales 
interconectadas. Las microestructuras óseas artificiales son típicamente descriptas por un 
número reducido de parámetros geométricos, lo que las hace prácticas para realizar 
estudios cualitativos de la morfometría del hueso40 y simulaciones de procesos de 
3 
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remodelado óseo44,159. Estos modelos microestructurales equivalentes son normalmente 
diseñados y analizados usando FEA. 
El método basado en la transformada rápida de Fourier (FFT), originalmente introducido 
por Moulinec y Suquet28, ha ganado popularidad en el cálculo de las propiedades 
homogenizadas de materiales compuestos, constituyéndose en una alternativa a métodos 
clásicos como al FEA. El método de FFT consiste, básicamente, en la solución de la 
ecuación de Lippmann-Schwinger de manera iterativa haciendo uso del operador de 
Green asociado al material lineal de referencia. El método no requiere mallado y puede 
lidiar con microestructuras complejas arbitrarias que son provistas a través de imágenes 
segmentadas de materiales reales. Su implementación es fácilmente paralelizable y 
puede sacar ventaja de unidades de procesamiento gráfico (GPU) para acelerar los 
cálculos de FFT. El método de FFT ha sido aplicado en elasticidad lineal29, 
termoelasticidad30, termoplasticidad31, tensiones residuales32, flujo de Stokes en sólidos 
porosos33, así como también en problemas térmicos34, eléctricos35,36, de acoplamiento 
termo-magneto-electro-elástico37 y ópticos38. 
El desempeño del método de FFT depende de su tasa de convergencia. En este sentido, 
diversas variantes han sido propuestas para mejorar el esquema inicial propuesto por 
Moulinec y Suquet28, el cual presenta algunas limitaciones cuando el contraste entre las 
propiedades elásticas del compuesto es alto. Se pueden encontrar entre otros, el 
esquema de Eyre y Milton160, el método de Lagrangianos aumentados de Michel et al.161 
y el esquema basado en la polarización de Monchiet y Bonnet162. Moulinec y Silva163 han 
mostrado que los esquemas de Eyre y Milton160 y de Michel et al.161 son casos particulares 
del esquema de Monchiet y Bonnet162 con el ajuste apropiado de sus parámetros. 
Moulinec y Silva163 también demostraron que, cuando el contraste entre las fases es finito, 
hay elecciones óptimas de los parámetros del algoritmo y el medio de referencia que 
maximizan la tasa de convergencia del esquema de Eyre y Milton160. 
Desafortunadamente, Moulinec y Silva163 no pudieron demostrar la convergencia del 
método para el caso de microestructuras con huecos o inclusiones rígidas, es decir, 
microestructuras con contraste infinito. Por otro lado, Michel et al.161 y Bilger et al.164 
emplearon el esquema de Lagrangianos aumentados para realizar análisis sobre 
materiales con huecos e inclusiones rígidas que convergieron, al menos para la tolerancia 
prescripta. 
En este capítulo, se implementará el método de FFT para calcular las propiedades 
elásticas anisotrópicas homogenizadas del hueso trabecular. El desempeño del método 
es evaluado para microestructuras óseas naturales y artificiales. La aplicación al hueso 
natural incluye el análisis de dos fuentes distintas: cabezas femorales bovinas y fémures 
implantados de ratas macho Hokkaido adultas, mientras que las microestructuras 
artificiales son las celulares parametrizadas introducidas por Kowalczyk41. Debido a que 
no existen antecedentes sobre la utilización del método de FFT a la mecánica ósea, este 
capítulo tiene como objetivo desarrollar estrategias para la preparación de los modelos, 
el análisis de los resultados, el desempeño computacional y las limitaciones del método. 
3.1 MÉTODO DE HOMOGENIZACIÓN ASINTÓTICA 
El análisis de homogenización computacional usa el método asintótico introducido por 
Hollister y Kikuchi165. Este método considera tres escalas: la macroescala o nivel continuo 
donde las propiedades homogenizadas son válidas (la escala del hueso en este trabajo), 
la escala de la muestra empleada para calcular tales propiedades, y la microescala o 
escala microestructural (Figura 3.1). El método asume que el principio de separación de 
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escalas es válido, es decir, la longitud característica de la microescala, el espesor 
trabecular 𝑡𝑡, es mucho menor que la longitud característica de la muestra representativa 
𝑙𝑙 , que a su vez es pequeña cuando se la compara con la macroescala. De aquí en 
adelante se asumirá que siempre es posible encontrar una muestra representativa tal que 
se cumpla la separación de escalas, y la misma será denominada elemento de volumen 
representativo (RVE). El RVE es la menor porción de volumen sobre la que se pueden 
realizar mediciones y calcular propiedades que resulten representativas del 
comportamiento del cuerpo. 
 
La tensión y la deformación macroscópicas, 𝜎𝜎  y 𝜀𝜀 , pueden ser calculadas como el 
promedio de sus respectivos campos microscópicos sobre el dominio 𝐵𝐵 de la muestra 
representativa, es decir, 










 𝑑𝑑𝐵𝐵. (3.1) 
Las tensiones 𝝈𝝈𝜇𝜇  y deformaciones 𝜺𝜺𝜇𝜇  microscópicas están relacionadas a través del 
tensor de elasticidad microscópico ℂ𝜇𝜇, el que varía sobre 𝐵𝐵 de acuerdo con las diferentes 
fases en la microescala: 
𝝈𝝈𝜇𝜇 = ℂ𝜇𝜇 𝜺𝜺𝜇𝜇 . (3.2) 
De acuerdo con Kabel et al.166, el comportamiento elástico de los materiales en la 
microestructura del hueso trabecular es considerado isotrópico. Por lo tanto, el tensor 
elástico microscópico ℂ𝜇𝜇 puede ser definido en términos de dos constantes elásticas: el 
módulo de Young 𝐸𝐸𝜇𝜇 y el coeficiente de Poisson 𝜈𝜈𝜇𝜇. 
La homogenización asintótica es rigurosamente válida para microestructuras periódicas, 
es decir, aquellas compuestas por celdas unitarias repetitivas en el dominio. Sin embargo 
Terada et al.167 mostraron que, mediante la utilización de condiciones de contorno 
periódicas, el método de homogenización asintótica permite obtener estimaciones 
 
Figura 3.1. (a) Nivel macroscópico y (b) muestra representativa de la microestructura de hueso 
trabecular con sus correspondientes dimensiones características. 
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precisas de las constantes elásticas de medios heterogéneos aleatorios. De hecho, 
mostraron que los resultados obtenidos empleando otras condiciones de contorno 
convergen a los resultados obtenidos usando condiciones de contorno periódicas cuando 
el tamaño de la muestra es suficientemente grande. A la vista de lo antes expuesto, el 








�∇𝒖𝒖𝜇𝜇(𝒚𝒚) + ∇𝒖𝒖𝜇𝜇𝑇𝑇(𝒚𝒚)� ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
𝝈𝝈𝜇𝜇(𝒚𝒚) = ℂ𝜇𝜇(𝒚𝒚): 𝜺𝜺𝜇𝜇(𝒚𝒚) ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
div𝝈𝝈𝜇𝜇(𝒚𝒚) = 0 ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
𝒖𝒖𝜇𝜇(𝒚𝒚) − 𝜺𝜺 ∙ 𝒚𝒚     periódico ∀𝒚𝒚 ∈ 𝜕𝜕𝐵𝐵
𝝈𝝈𝜇𝜇(𝒚𝒚) ∙ 𝒏𝒏      antiperiódico ∀𝒚𝒚 ∈ 𝜕𝜕𝐵𝐵
 (3.3) 
donde 𝒏𝒏 es el vector normal externo al contorno de 𝐵𝐵. El problema involucra la solución 
de la ecuación de compatibilidad, la ecuación constitutiva lineal elástica, la ecuación de 
equilibrio y condiciones periódicas en los límites del RVE. 
En general, el campo de deformaciones en la macroescala es desconocido. Sin embargo, 
dado que el problema es lineal, cualquier 𝜺𝜺  arbitrario puede ser escrito como una 





























donde los superíndices denotan las deformaciones unitarias y los subíndices indican las 
componentes de la deformación. La tensión y la deformación microscópicas, 𝜎𝜎𝜇𝜇 y 𝜀𝜀𝜇𝜇, se 
obtienen a partir de la resolución del sistema de ecuaciones (3.3) para cada una de las 
deformaciones macroscópicas unitarias (3.4). Con este propósito se utiliza en este trabajo 
el método de FFT que será descripto en la Sección 3.3. 
Una vez conocidos los seis estados de deformación microscópicos asociados a las (3.4), 
se puede calcular el tensor de localización de cuarto orden 𝕄𝕄, que relaciona punto a punto 
sobre 𝐵𝐵  la deformación macroscópica 𝜺𝜺  con la deformación microestructural 𝜺𝜺𝜇𝜇 . Los 
elementos de 𝕄𝕄 se calculan a partir de la solución de una serie de sistemas lineales de 
la forma 
𝜀𝜀𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑝𝑝 𝜀𝜀𝑎𝑎𝑝𝑝. (3.5) 
para cada una de las deformaciones unitarias. 
Finalmente, 𝕄𝕄 se utiliza para calcular el tensor elástico homogenizado ℂ. Para esto se 
parte de la ecuación (3.2), se integran ambos lados sobre el RVE y se los divide por su 










 𝑑𝑑𝐵𝐵, (3.6) 
lo que combinado con las ecuaciones (3.1) y (3.5) permite escribir 
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𝕄𝕄 𝑑𝑑𝐵𝐵  � 𝜺𝜺, (3.7) 
donde 𝜺𝜺 fue extraído de la integral ya que es constante dentro del RVE. De la comparación 







𝕄𝕄 𝑑𝑑𝐵𝐵. (3.8) 
3.2 DESCOMPOSICIÓN DEL TENSOR ELÁSTICO 
En los próximos capítulos se hará uso intensivo de la descomposición de ℂ en sus formas 
simétricas. Para esto se recurrirá a la estrategia de Browaeys y Chevrot168 que se describe 
a continuación. 
3.2.1 Vector elástico 
El tensor elástico ℂ es descripto por 81 coeficientes. La simetría de los tensores de tensión 
𝜎𝜎  y deformación 𝜀𝜀  reduce el número de coeficientes independientes a 36 y el 
requerimiento de que la energía elástica sea completamente definida por el tensor de 
deformación o el tensor de tensión reduce este número a 21 para un medio triclínico. 
Medios con simetrías más altas requieren un menor número de parámetros para ser 
descriptos. En elasticidad hay ocho clases de simetría distintas: triclínica, monoclínica, 
ortorrómbica, tetragonal, trigonal, hexagonal, cúbica e isotrópica. Una clase de simetría 
más alta puede ser un caso especial de clases de simetría más bajas, definida por 
relaciones adicionales entre los coeficientes. Un incremento en la simetría de un medio 
mediante el agregado de planos de simetría disminuye el número de parámetros 
independientes. La notación de Voigt es una forma práctica de representar ℂ. La matriz 
de Voigt es un arreglo simétrico 𝐶𝐶𝐼𝐼𝐼𝐼 cuyos elementos están relacionados a los ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 de 
acuerdo con 
𝐶𝐶IJ = ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛    �
𝐼𝐼 = 𝑖𝑖𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + �1 − 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖�(9 − 𝑖𝑖 − 𝑗𝑗)
𝐽𝐽 = 𝑘𝑘𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + (1 − 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖)(9 − 𝑘𝑘 − 𝑙𝑙)
. (3.9) 
La matriz de Voigt no es un tensor y por lo tanto no preserva las propiedades matemáticas 
de ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. 
Browaeys y Chevrot168 proponen una representación de los tensores elásticos en términos 
de vectores en un espacio vectorial de 21 dimensiones. Los vectores base corresponden 
a 21 tensores elementales ℂ(1), … ,ℂ(21)  como se muestra en la Tabla 3.1. Luego, 
cualquier tensor elástico puede ser representado como un vector elástico 𝐗𝐗  cuyas 
componentes expresadas en función de los elementos de la matriz de Voigt son 
𝐗𝐗
= �𝐶𝐶11,𝐶𝐶22.𝐶𝐶33,√2𝐶𝐶23,√2𝐶𝐶13,√2𝐶𝐶12, 2𝐶𝐶44, 2𝐶𝐶55, 2𝐶𝐶66, 2𝐶𝐶14,




Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  
LUCAS COLABELLA 28 
 
 
Los factores de normalización que aparecen en la expresión anterior reflejan la 
multiplicidad de las componentes del tensor elástico y son incluidos tal que las normas 
Euclidianas de un tensor elástico arbitrario ℂ  y su vector elástico asociado 𝐗𝐗  sean 
idénticas. Estas normas son definidas como 
𝑚𝑚(ℂ) = �(ℂ,ℂ) = �(𝐗𝐗,𝐗𝐗) = 𝑚𝑚(𝐗𝐗), (3.11) 
donde el producto escalar entre los tensores arbitrarios ℂ(1)  y ℂ(2)  o sus vectores 





(2) = 〈𝐗𝐗(1),𝐗𝐗(2)〉. (3.12) 
Tensor de cuarto 
orden 
Elementos ℂ𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 no nulos Elementos ℂ𝑰𝑰𝑰𝑰 no 
nulos 
ℂ(1) ℂ1111 = 1 𝐶𝐶11 = 1 
ℂ(2) ℂ2222 = 1 𝐶𝐶22 = 1 
ℂ(3) ℂ3333 = 1 𝐶𝐶33 = 1 
ℂ(4) ℂ2233 = ℂ3322 = 1/√2 𝐶𝐶23 = 𝐶𝐶32 = 1/√2 
ℂ(5) ℂ1133 = ℂ3311 = 1/√2 𝐶𝐶13 = 𝐶𝐶31 = 1/√2 
ℂ(6) ℂ1122 = ℂ2211 = 1/√2 𝐶𝐶12 = 𝐶𝐶21 = 1/√2 
ℂ(7) ℂ2323 = ℂ2332 = ℂ3223 = ℂ3232 = 1/2 𝐶𝐶44 = 1 
ℂ(8) ℂ1313 = ℂ1331 = ℂ3113 = ℂ3131 = 1/2 𝐶𝐶55 = 1 
ℂ(9) ℂ1212 = ℂ1221 = ℂ2112 = ℂ2121 = 1/2 𝐶𝐶66 = 1 
ℂ(10) ℂ1123 = ℂ1132 = ℂ2311 = ℂ3211 = 1/2 𝐶𝐶14 = 𝐶𝐶41 = 1/2 
ℂ(11) ℂ2213 = ℂ2231 = ℂ1322 = ℂ3122 = 1/2 𝐶𝐶25 = 𝐶𝐶52 = 1/2 
ℂ(12) ℂ3312 = ℂ3321 = ℂ1233 = ℂ2133 = 1/2 𝐶𝐶36 = 𝐶𝐶63 = 1/2 
ℂ(13) ℂ3323 = ℂ3332 = ℂ2333 = ℂ3233 = 1/2 𝐶𝐶34 = 𝐶𝐶43 = 1/2 
ℂ(14) ℂ1113 = ℂ1131 = ℂ1311 = ℂ3111 = 1/2 𝐶𝐶15 = 𝐶𝐶51 = 1/2 
ℂ(15) ℂ2212 = ℂ2221 = ℂ1222 = ℂ2122 = 1/2 𝐶𝐶26 = 𝐶𝐶62 = 1/2 
ℂ(16) ℂ2223 = ℂ2232 = ℂ2322 = ℂ3222 = 1/2 𝐶𝐶24 = 𝐶𝐶42 = 1/2 
ℂ(17) ℂ3313 = ℂ3331 = ℂ1333 = ℂ3133 = 1/2 𝐶𝐶35 = 𝐶𝐶53 = 1/2 
ℂ(18) ℂ1112 = ℂ1121 = ℂ1211 = ℂ2111 = 1/2 𝐶𝐶16 = 𝐶𝐶61 = 1/2 
ℂ(19) ℂ1312 = ℂ1321 = ℂ3112 = ℂ3121 = ℂ1213 = ℂ1231







ℂ(20) ℂ2313 = ℂ2321 = ℂ3212 = ℂ3221 = ℂ1223 = ℂ1232







ℂ(21) ℂ2313 = ℂ2331 = ℂ3213 = ℂ3231 = ℂ1323 = ℂ1332







Tabla 3.1. Definición de los tensores elementales ℂ(1), … ,ℂ(21) asociados a los 21 vectores de la base 
ortogonal en función de las componentes del tensor elástico y de su representación mediante la 
notación de Voigt. 
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3.2.2 Descomposición del tensor elástico por proyección 
3.2.2.1 Principio del método de proyección ortogonal 
Un proyector en el espacio vectorial elástico de 21 dimensiones es descripto por una 
matriz de 21 × 21  elementos. Consideremos un vector elástico 𝐗𝐗  perteneciente al 
subespacio 𝑆𝑆 de dimensión 𝑚𝑚𝑆𝑆 del espacio vectorial 21D. Una clase de simetría más alta 
corresponde a un subespacio 𝐻𝐻  de 𝑆𝑆 . Por lo tanto, el vector elástico 𝐗𝐗  puede ser 
descompuesto como 
𝐗𝐗 = 𝐗𝐗𝐻𝐻 + 𝐗𝐗𝐷𝐷 , (3.13) 
donde 𝐗𝐗𝐻𝐻 pertenece a 𝐻𝐻 y el vector de desviación 𝐗𝐗𝐷𝐷 al subespacio ortogonal a 𝐻𝐻. Si 
�𝐒𝐒1, … , 𝐒𝐒𝑁𝑁𝑆𝑆� es una base ortonormal del subespacio 𝑆𝑆 con �𝐒𝐒1, … , 𝐒𝐒𝑁𝑁𝐻𝐻� pertenecientes a 𝐻𝐻 
y �𝐒𝐒𝑁𝑁𝐻𝐻+1, … , 𝐒𝐒𝑁𝑁𝑆𝑆� al subespacio ortogonal a 𝐻𝐻, el vector de desviación 𝐗𝐗𝐷𝐷 que constituye 
la parte con simetría más baja del vector esta dado por 
𝐗𝐗𝐷𝐷 = �𝐗𝐗 ∙ 𝐒𝐒𝑁𝑁𝐻𝐻+1�𝐒𝐒𝑁𝑁𝐻𝐻+1 + ⋯+ �𝐗𝐗 ∙ 𝐒𝐒𝑁𝑁𝑆𝑆�𝐒𝐒𝑁𝑁𝑆𝑆 . (3.14) 
El proyector ortogonal 𝑝𝑝 del subespacio 𝑆𝑆 sobre el subespacio 𝐻𝐻 está definido por 
𝑝𝑝(𝐗𝐗) = 𝐼𝐼(𝐗𝐗) − (𝐗𝐗 ∙ 𝐗𝐗𝐷𝐷)𝐗𝐗𝐷𝐷 = 𝐗𝐗𝐻𝐻 , (3.15) 
donde 𝐼𝐼  es el operador identidad. Las relaciones especificas satisfechas por los 
coeficientes de un vector perteneciente al subespacio 𝐻𝐻 permiten encontrar el conjunto 
de vectores �𝐒𝐒𝑁𝑁𝐻𝐻+1, … , 𝐒𝐒𝑁𝑁𝑆𝑆� que son ortogonales a 𝐻𝐻. Este conjunto es completado por 
�𝐒𝐒1, … , 𝐒𝐒𝑁𝑁𝐻𝐻�  vectores pertenecientes a 𝐻𝐻  de manera de obtener una base ortogonal 
apropiada de 𝑆𝑆 para la proyección sobre 𝐻𝐻. 
3.2.2.2 Sistema de coordenadas cartesianas de simetría 
La norma y el producto escalar definidos por las ecuaciones (3.11) y (3.12) son invariantes 
bajo una rotación del sistema de coordenadas cartesiano. Sin embargo, los coeficientes 
del vector 𝐗𝐗 dependen tanto del sistema de coordenadas cartesiano como del método de 
descomposición. Para encontrar el sistema de coordenadas cartesiano apropiado para el 
método de proyección se debe determinar la orientación de los ejes de simetría. 
Cowin y Mehrabadi169 definieron las condiciones necesarias y suficientes para que un 
vector sea normal a un plano de simetría. En particular, demostraron que tal vector debe 
ser un auto vector del tensor de dilatación elástico 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 y del tensor elástico de Voigt 
𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 = ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, los que son dados por 
𝐝𝐝 = �
𝐶𝐶11 + 𝐶𝐶12 + 𝐶𝐶13 𝐶𝐶16 + 𝐶𝐶26 + 𝐶𝐶36 𝐶𝐶15 + 𝐶𝐶25 + 𝐶𝐶35
𝐶𝐶16 + 𝐶𝐶26 + 𝐶𝐶36 𝐶𝐶12 + 𝐶𝐶22 + 𝐶𝐶32 𝐶𝐶14 + 𝐶𝐶24 + 𝐶𝐶34
𝐶𝐶15 + 𝐶𝐶25 + 𝐶𝐶35 𝐶𝐶14 + 𝐶𝐶24 + 𝐶𝐶34 𝐶𝐶13 + 𝐶𝐶23 + 𝐶𝐶33
�, 
𝐯𝐯 = �
𝐶𝐶11 + 𝐶𝐶66 + 𝐶𝐶55 𝐶𝐶16 + 𝐶𝐶26 + 𝐶𝐶45 𝐶𝐶15 + 𝐶𝐶35 + 𝐶𝐶46
𝐶𝐶16 + 𝐶𝐶26 + 𝐶𝐶45 𝐶𝐶66 + 𝐶𝐶22 + 𝐶𝐶44 𝐶𝐶24 + 𝐶𝐶34 + 𝐶𝐶56
𝐶𝐶15 + 𝐶𝐶35 + 𝐶𝐶46 𝐶𝐶24 + 𝐶𝐶34 + 𝐶𝐶56 𝐶𝐶55 + 𝐶𝐶44 + 𝐶𝐶33
�. 
(3.16) 
Mientras que un tensor de cuarto orden tiene seis contracciones distintas de rango dos, 
las simetrías de los tensores elásticos reducen el número de contracciones distintas a 
dos, las cuales son convencionalmente elegidas para ser 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖  y 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 . Fisicamente, las 
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direcciones principales de 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 son las direcciones principales del tensor de tensiones 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑑𝑑) 
requeridas para producir una dilatación isotrópica 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜖𝜖𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 del medio anisotrópico: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑑𝑑) = ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = ℂ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜖𝜖𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜖𝜖𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 . (3.17) 
Las tres direcciones principales de 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 son las tres direcciones de propagación de fase 
correspondientes a los extremos de la cantidad 
𝑄𝑄 = 𝜌𝜌�𝐵𝐵𝑃𝑃2 + 𝐵𝐵𝑆𝑆1
2 + 𝐵𝐵𝑆𝑆2
2 �, (3.18) 
donde 𝜌𝜌 es la densidad y 𝐵𝐵𝑃𝑃, 𝐵𝐵𝑆𝑆1 y 𝐵𝐵𝑆𝑆2 son las velocidades de fase de la onda 𝑃𝑃, la onda 
rápida 𝑆𝑆1 y la onda lenta 𝑆𝑆2, respectivamente. La Tabla 3.2 describe la estructura de los 
auto espacios de 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 y 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 y la relación entre el sistema de coordenadas cartesianas de 
simetría (SCCS) y los auto vectores para las diferentes clases de simetría. Para medios 
con simetría ortorrómbica o más alta, los auto vectores de 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 y 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 son idénticos y definen 
de manera única el SCCS. Para un medio ortorrómbico, los tres auto vectores son 
normales a los tres planos de simetría perpendiculares. Para medios tetragonales y 
hexagonales, solamente dos de los autovalores son distintos. Por lo tanto, solo hay un eje 
bien definido, el que corresponde al eje de simetría 2𝜋𝜋/4 (tetragonal) o al eje de isotropía 
transversal (hexagonal). La elección de los otros dos ejes es arbitraria. Para un medio 
isotrópico ningún vector es un auto vector de 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 o 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖, por lo que la selección de los ejes 
es completamente arbitraria. Un medio monoclínico tiene un solo auto vector común a 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 
y 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖, el cual es normal al único plano de simetría. Finalmente, un medio triclínico no tiene 
auto valores comunes a 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 y 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖, y la elección del SCCS es arbitraria. Para una simetría 
inferior a la ortorrómbica, las tres direcciones del SCCS son elegidas como la bisectriz de 
cada par de un auto vector de 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 y el correspondiente más cercano de 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖. La elección 
es apropiada y estable para una parte triclínica pequeña (menos del 2 o 3%). 
 
3.2.2.3 Descomposición del tensor elástico 
Cualquier vector triclínico 𝐗𝐗  en un determinado sistema de coordenadas cartesianos 
puede ser descompuesto por una cascada de proyecciones en una suma de vectores 





distintos de 𝒅𝒅𝒊𝒊𝒊𝒊 y 
𝒗𝒗𝒊𝒊𝒊𝒊 
Auto vectores 
coincidentes de 𝒅𝒅𝒊𝒊𝒊𝒊 y 
𝒗𝒗𝒊𝒊𝒊𝒊 
Ejes coordenados 
cartesianos de simetría 
Triclínica 3 0 Sin particularidades 
Monoclínica 3 1 El eje 3 es el único auto 
vector común 
Ortorrómbica 3 3 Los tres ejes son los auto 
vectores comúnes 
Tetragonal 2 3 El eje 3 es el único auto 
vector definido 
Hexagonal 2 3 El eje 3 es el único auto 
vector definido 
Isotrópica 1 3 Sin particularidades 
Tabla 3.2. Estructura de los auto espacios de 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 y 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖 y la relación con el sistema coordenado 
cartesiano de simetría (SCCS) para las diferentes clases de simetría. 
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𝑿𝑿 = 𝑿𝑿𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖𝑐𝑐 + 𝑿𝑿𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑿𝑿𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 + 𝑿𝑿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑿𝑿ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 + 𝑿𝑿𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚. (3.19) 
El espacio de vectores elásticos tiene dimensión finita y por lo tanto todas las normas 
correctamente definidas son matemáticamente equivalentes, es decir, el uso de una 
norma distinta a la de la ecuación (3.11) cambiará las distancias, pero no la 
descomposición resultante. Además, una propiedad importante de una proyección 
ortogonal es que la distancia entre un vector 𝐗𝐗 y su proyección ortogonal 𝐗𝐗𝐻𝐻 = 𝑝𝑝(𝐗𝐗) sobre 
un dado subespacio es mínima. Estas dos características aseguran que la 
descomposición es optima una vez que el sistema de coordenadas cartesiano es 
seleccionado. Las diferentes partes de la simetría elástica pueden ser representadas 
como fracciones de la norma Euclidiana del vector de elasticidad ‖𝐗𝐗‖ como sigue: 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 = 1 −
‖𝑿𝑿𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖 + 𝑿𝑿𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑿𝑿𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 + 𝑿𝑿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑿𝑿ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒‖
‖𝑿𝑿‖
 
𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 = 1 − 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 −
‖𝑿𝑿𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖 + 𝑿𝑿𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑿𝑿𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 + 𝑿𝑿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡‖
‖𝑿𝑿‖
 
𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1 − 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 − 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 −
‖𝑿𝑿𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖 + 𝑿𝑿𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑿𝑿𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡‖
‖𝑿𝑿‖
 








𝑐𝑐𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖 = 1 − 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 − 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 
(3.20) 
tal que 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 + 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖 = 1. (3.21) 
Los cálculos para determinar el sistema de coordenadas cartesianas de simetría, las 
transformaciones en forma de vector, las descomposiciones simétricas y las 
normalizaciones fueron realizadas en este trabajo usando la implementación del método 
de Browaeys y Chevrot168 en el Matlab Seismic Anisotropy Toolkit (MSAT) de Walker y 
Wookey170. 
3.3 EL MÉTODO DE FFT 
El método de homogenización asintótica requiere la solución de los seis casos de carga 
mostrados en la ecuación (3.4). Se utiliza con este propósito el método de la transformada 
rápida de Fourier (FFT), introducido por Moulinec y Suquet28. El algoritmo básico del 
método FFT consiste en la solución de la ecuación de Lippmann-Schwinger de manera 
iterativa haciendo uso del operador de Green asociado al material lineal de referencia. La 
precisión y el desempeño del esquema básico se degrada marcadamente cuando el 
contraste entre las propiedades elásticas del compuesto es alto. Este es justamente el 
caso en este trabajo, ya que la microestructura trabecular consiste en una fase sólida y 
una hueca. Para superar esta limitación se emplea el esquema basado en el tensor de 
polarización de Monchiet y Bonnet162, que si bien sirve para trabajar con compuestos con 
alto contraste entre las propiedades de sus fases, su convergencia para microestructuras 
con contraste infinito no ha sido demostrada163. Se recurre por lo tanto a modelar la 
respuesta mecánica de la fase hueca mediante propiedades elásticas muy bajas 
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comparadas con aquellas de la fase sólida, lo que resulta es modelos con un contraste 
alto pero finito. 
A continuación, se presentan detalles de la formulación de ambos algoritmos y de la 
implementación realizada. El estudio sobre la mejor estrategia para especificar las 
propiedades de las fases se presentará en la Sección 3.6. 
3.3.1 Elemento de volumen representativo 
La información representativa de la microestructura es provista por una imagen (micro-
TC) de la microestructura con una complejidad arbitraria. La imagen contiene N pixeles, 
a los que se asignan propiedades mecánicas individualmente. La aplicación en este 
trabajo se limita a dos fases, aunque en principio cada pixel podría ser considerado como 
un constituyente diferente. 
3.3.2 Problema auxiliar 
Empleando la teoría de homogenización, el campo de deformaciones local 𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁(𝒚𝒚)�  
puede ser expresado como la suma de su promedio 𝜺𝜺  y un término de fluctuación 
𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁∗ (𝒚𝒚)�: 
𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁(𝒚𝒚)� = 𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁∗ (𝒚𝒚)�+ 𝜺𝜺, (3.22) 
o de manera equivalente 
𝒖𝒖𝝁𝝁(𝒚𝒚) = 𝒖𝒖𝝁𝝁∗ (𝒚𝒚) + 𝜺𝜺 ∙ 𝒚𝒚. (3.23) 
Se considera el problema auxiliar de un cuerpo lineal elástico homogéneo con una rigidez 






0:𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁∗ (𝒚𝒚)�+ 𝝉𝝉𝝁𝝁(𝒚𝒚) ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣 𝝈𝝈𝝁𝝁(𝒚𝒚) = 𝟎𝟎 ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
𝒖𝒖𝝁𝝁∗                    periódico
𝝈𝝈𝜇𝜇(𝒚𝒚) ∙ 𝒏𝒏      antiperiódico
 (3.24) 
donde la solución de (3.24) puede ser expresada en los espacios real y de Fourier, 
respectivamente, haciendo uso del operador de Green 𝚪𝚪0 asociado con ℂ0: 
𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁∗ (𝒚𝒚)� = −𝜞𝜞0 ∗ 𝝉𝝉𝝁𝝁(𝒚𝒚) ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵, (3.25) 
o 
𝜺𝜺�𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁∗ (𝒚𝒚)� = −𝜞𝜞�0(𝝃𝝃): 𝝉𝝉�𝝁𝝁(𝝃𝝃) ∀𝝃𝝃 ≠ 𝟎𝟎,  𝜺𝜺�𝝁𝝁(𝟎𝟎) = 𝟎𝟎. (3.26) 
donde el operador ∗ indica la convolución entre dos funciones. 
El operador 𝚪𝚪0 es conocido explícitamente en el espacio de Fourier. Cuando el material 
de referencia es isotrópico (con coeficientes de Lamé 𝜆𝜆0  y 𝜇𝜇0) toma la forma: 
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3.3.3 La ecuación periódica de Lippmann-Schwinger 
El problema auxiliar puede ser usado para resolver el problema de un material compuesto 






⎧𝝈𝝈𝝁𝝁(𝒚𝒚) = ℂ𝜇𝜇(𝒚𝒚): 𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁
∗ (𝒚𝒚)� + 𝜺𝜺 ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣 𝝈𝝈𝝁𝝁(𝒚𝒚) = 𝟎𝟎 ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵
𝒖𝒖𝝁𝝁∗                    periódico ∀𝒚𝒚 ∈ 𝜕𝜕𝐵𝐵
𝝈𝝈𝜇𝜇(𝒚𝒚) ∙ 𝒏𝒏      antiperiódico ∀𝒚𝒚 ∈ 𝜕𝜕𝐵𝐵
 (3.28) 
Con este propósito se introduce un material de referencia homogéneo con una rigidez ℂ0 
y un tensor de polarización 𝝉𝝉(𝒚𝒚), el cual no se conoce a priori, se define como: 
𝝉𝝉(𝒚𝒚) = 𝜹𝜹ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚):𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁(𝒚𝒚)� ,  𝜹𝜹ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚) = ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚)− ℂ0. (3.29) 
De este modo, el problema se reduce a la ecuación de Lippmann-Schwinger, la cual se 
define en el espacio real y el espacio de Fourier como: 
�
𝜺𝜺𝝁𝝁 �𝒖𝒖𝝁𝝁(𝒚𝒚)� = −𝜞𝜞0 ∗ 𝝉𝝉𝝁𝝁(𝒚𝒚) + 𝜺𝜺
𝜺𝜺�𝝁𝝁(𝝃𝝃) = −𝜞𝜞�𝟎𝟎(𝝃𝝃): 𝝉𝝉�𝝁𝝁(𝝃𝝃) ∀𝝃𝝃 ≠ 𝟎𝟎,  𝜺𝜺�𝝁𝝁(𝟎𝟎) = 𝟎𝟎,
 (3.30) 
donde 𝝉𝝉 esta dado por (3.29). 
3.3.4 Algoritmo básico 
El principio del algoritmo cosiste en usar alternativamente (3.29) y (3.30), en el espacio 
real y de Fourier, respectivamente, en un esquema iterativo, para resolver (3.28). El 
algoritmo es 
𝐼𝐼𝑛𝑛𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝐼𝐼𝑙𝑙𝑖𝑖𝐼𝐼𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖ó𝑛𝑛: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝟎𝟎(𝒚𝒚) = 𝜺𝜺,  ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵 
𝝈𝝈𝝁𝝁𝟎𝟎(𝒚𝒚) = ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚):𝜺𝜺𝝁𝝁𝟎𝟎(𝒚𝒚),  ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵 
𝐼𝐼𝑡𝑡𝐼𝐼𝑟𝑟𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖ó𝑛𝑛 𝑖𝑖 + 1 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐 
 (𝐼𝐼) 𝝉𝝉𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) = 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) − ℂ0: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) 
 (𝑏𝑏) 𝝉𝝉�𝝁𝝁
𝑖𝑖 = ℱ�𝝉𝝉𝝁𝝁𝑖𝑖� 
 (𝑐𝑐) 𝑇𝑇𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡 𝑑𝑑𝐼𝐼 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑣𝑣𝐼𝐼𝑟𝑟𝑐𝑐𝐼𝐼𝑛𝑛𝑐𝑐𝑖𝑖𝐼𝐼 
 (𝑑𝑑) 𝜺𝜺�𝝁𝝁
𝑖𝑖+1(𝝃𝝃) = −𝜞𝜞�0(𝝃𝝃): 𝝉𝝉�𝝁𝝁
𝑖𝑖(𝝃𝝃) ∀𝝃𝝃 ≠ 𝟎𝟎,  𝜺𝜺�𝝁𝝁
𝑖𝑖+1(𝟎𝟎) = 𝜺𝜺
 (𝐼𝐼) 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1 = ℱ−1�𝜺𝜺�𝝁𝝁
𝑖𝑖+1� 
 (𝑓𝑓) 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚) = ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚): 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚) 
 (3.31) 
donde ℱ y ℱ−1  denotan la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier. 
El algoritmo se puede simplificar notando que: 
𝜞𝜞0 ∗ �ℂ0:𝜺𝜺𝝁𝝁� = 𝜺𝜺𝝁𝝁. (3.32) 
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El algoritmo modificado queda entonces: 
𝐼𝐼𝑛𝑛𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝐼𝐼𝑙𝑙𝑖𝑖𝐼𝐼𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖ó𝑛𝑛: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝟎𝟎(𝒚𝒚) = 𝜺𝜺,  ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵 
𝝈𝝈𝝁𝝁𝟎𝟎(𝒚𝒚) = ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚):𝜺𝜺𝝁𝝁𝟎𝟎(𝒚𝒚),  ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵 
𝐼𝐼𝑡𝑡𝐼𝐼𝑟𝑟𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖ó𝑛𝑛 𝑖𝑖 + 1 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐 
 (𝐼𝐼) 𝝈𝝈�𝝁𝝁
𝑖𝑖 = ℱ(𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖) 




𝑖𝑖(𝝃𝝃) ∀𝝃𝝃 ≠ 𝟎𝟎,  𝜺𝜺�𝝁𝝁
𝑖𝑖+1(𝟎𝟎) = 𝜺𝜺
 (𝑑𝑑) 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1 = ℱ−1�𝜺𝜺�𝝁𝝁
𝑖𝑖+1� 
 (𝐼𝐼) 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚) = ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚): 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚),  ∀𝒚𝒚 ∈ 𝐵𝐵 
 (3.33) 
La convergencia se alcanza cuando 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖+1 está en equilibrio. 
3.3.5 Esquema basado en el campo de polarización 
Como se mencionó anteriormente, la precisión y el desempeño del esquema básico se 
degradan rápidamente al aumentar el contraste entre las fases. Para superar este 
problema se emplea en este trabajo el esquema introducido por Monchiet y Bonnet162, el 
cual hace uso del campo de polarización definido en (3.29) para resolver el problema de 
un material lineal elástico heterogéneo sometido a una polarización macroscópica 
prescripta 𝝉𝝉. La relación iterativa asociada se puede escribir como: 
𝝉𝝉𝝁𝝁𝑖𝑖+1 = 𝝉𝝉𝝁𝝁𝑖𝑖 − 𝛼𝛼ℂ0:𝜞𝜞0 ∗ ℂ𝝁𝝁:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 − 𝛽𝛽𝜟𝜟0 ∗ 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 − 〈𝝉𝝉𝝁𝝁𝑖𝑖〉+ 𝝉𝝉, (3.34) 
donde 𝛼𝛼 y 𝛽𝛽 son constantes y 
𝜟𝜟�0(𝝃𝝃) = ℂ0 − ℂ0:𝜞𝜞�0:ℂ0 ∀𝝃𝝃 ≠ 𝟎𝟎 𝑦𝑦
𝜟𝜟�0(𝝃𝝃) = 𝟎𝟎 𝑐𝑐𝑐𝑐𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑐𝑐 𝝃𝝃 = 𝟎𝟎.
 (3.35) 
Si se remplaza ℂ0  por −ℂ0 y se cambia β por −β en la ecuación (3.34), resulta: 
�ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1 = �ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 − 𝛼𝛼ℂ0:𝜞𝜞0 ∗ ℂ𝝁𝝁: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 −
 𝛽𝛽𝜟𝜟0 ∗ 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 − 〈�ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖〉 + 𝝉𝝉
 (3.36) 
La (3.36) puede ser reescrita en función de la deformación macroscópica, 𝜺𝜺, en reemplazo 
de la polarización macroscópica, 𝝉𝝉, de lo que resulta 
�ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1 = �ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 − 𝛼𝛼ℂ0:𝜞𝜞0 ∗ ℂ𝝁𝝁: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 −
 𝛽𝛽𝜟𝜟0 ∗ 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 − 𝛽𝛽ℂ0: �〈𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖〉 − 𝜺𝜺�.
 (3.37) 
Esto asegura que el promedio de la deformación cuando se alcanza la convergencia será 
igual a la deformación macroscópica prescripta 𝜺𝜺�. De hecho, se tiene la siguiente relación 
sobre el promedio de los campos de deformación y tensión: 
〈�ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1〉 = 〈�ℂ𝝁𝝁 + ℂ0�: 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖〉 − 𝛽𝛽ℂ0: �〈𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖〉 − 𝜺𝜺�, (3.38) 
lo que implica que: 〈𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖=∞〉 = 𝜺𝜺 
El algoritmo iterativo del esquema de polarización es 
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𝐼𝐼𝑡𝑡𝐼𝐼𝑟𝑟𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖ó𝑛𝑛 𝑖𝑖 + 1 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐 
 (𝐼𝐼) 𝒔𝒔𝒂𝒂𝑖𝑖(𝒚𝒚) = 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) + (1 − 𝛽𝛽).ℂ0:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) 
𝒔𝒔𝒃𝒃𝑖𝑖(𝒚𝒚) = 𝛼𝛼.𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) − 𝛽𝛽.ℂ0:𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖(𝒚𝒚) 
 (𝑏𝑏) 𝒔𝒔𝒃𝒃�
𝑖𝑖 = ℱ(𝒔𝒔𝒃𝒃𝑖𝑖) 
 (𝑐𝑐) 𝜺𝜺𝒃𝒃�
𝑖𝑖(𝝃𝝃) = −𝜞𝜞�0(𝝃𝝃): 𝒔𝒔𝒃𝒃�
𝑖𝑖(𝝃𝝃) ∀𝝃𝝃 ≠ 𝟎𝟎 𝜺𝜺𝒃𝒃�
𝑖𝑖(𝟎𝟎) = 𝛽𝛽. 𝜺𝜺 
 (𝑑𝑑) 𝜺𝜺𝒃𝒃𝑖𝑖(𝒚𝒚) = ℱ �𝜺𝜺𝒃𝒃�
𝑖𝑖(𝝃𝝃)�  
 (𝐼𝐼) 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚) = �ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚) + ℂ0�
−1: �𝒔𝒔𝒂𝒂𝑖𝑖(𝒚𝒚) + ℂ0:𝜺𝜺𝒃𝒃𝑖𝑖(𝒚𝒚)�  
 (𝑓𝑓) 𝝈𝝈𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚) = ℂ𝝁𝝁(𝒚𝒚): 𝜺𝜺𝝁𝝁𝑖𝑖+1(𝒚𝒚) 
 (𝑐𝑐) 𝑇𝑇𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡 𝑑𝑑𝐼𝐼 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑣𝑣𝐼𝐼𝑟𝑟𝑐𝑐𝐼𝐼𝑛𝑛𝑐𝑐𝑖𝑖𝐼𝐼 
 (3.39) 
Los coeficientes de Lamé del material de referencia se definieron de acuerdo con 








(𝜇𝜇ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑠𝑠𝑚𝑚 + 𝜇𝜇ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑐𝑐𝑚𝑚) 
(3.40) 
Siendo 𝜆𝜆ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑠𝑠𝑚𝑚  y 𝜇𝜇ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑠𝑠𝑚𝑚  los parámetros de Lamé del hueso y 𝜆𝜆ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑐𝑐𝑚𝑚  y 𝜇𝜇ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑐𝑐𝑚𝑚  los 
parámetros de Lamé de la fase hueca. 
La elección óptima de 𝛼𝛼 y 𝛽𝛽 para minimizar el número de iteraciones depende de las 
propiedades elásticas, la resolución espacial del modelo y la geometría33,38. Es interesante 
notar que el esquema (3.39) se reduce a los esquemas de Eyre-Milton160 y de 
Lagrangianos aumentados161 cuando estos coeficientes son ajustados como 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 2 y 
𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 1, respectivamente33,38. En general, la tasa de convergencia se reduce con el 
incremento del contraste entre las propiedades elásticas de las fases de la 
microestructura. Moulinec y Silva163 estudiaron la dependencia de la tasa de convergencia 
con el contraste para diferentes ajustes del esquema iterativo y encontraron que, para 
modelos con alto contraste, el esquema de Eyre-Milton (𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 2) y el esquema basado 
en el campo de polarización con 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 1.5 presentan las tasas de convergencia más 
altas (ambos ajusten convergen con la misma tasa). En base a estos antecedentes se 
seleccionó para este trabajo el esquema basado en el campo de polarización con 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 =
1.5.  
3.3.6 Test de convergencia 
El test de convergencia consiste en comparar las desviaciones del equilibrio, la 
compatibilidad y las condiciones de carga prescriptas en el espacio de Fourier con una 
tolerancia prescripta 𝜖𝜖 = 10−4163. 
- Criterio sobre el equilibrio de las tensiones 
La desviación del equilibrio en la iteración 𝑖𝑖  es evaluada usando la norma L2 de la 








donde |. | denota la norma euclidiana de un vector. 
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Mediante el teorema de Parseval, la 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝝈𝝈𝝁𝝁) es fácilmente evaluada en el espacio de 
Fourier como: 





que es normalizada por las tensiones macroscópicas con el fin de que sea insensible a 












donde ‖. ‖ denota la norma de Frobenius de un tensor de Segundo orden. 
- Criterio sobre las ecuaciones de compatibilidad 
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𝑐𝑐1� (𝝃𝝃) = −𝜉𝜉2𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇11(𝝃𝝃)− 𝜉𝜉1𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇22(𝝃𝝃) + 2𝜉𝜉1𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇12(𝝃𝝃)
𝑐𝑐2� (𝝃𝝃) = −𝜉𝜉3𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇22(𝝃𝝃) − 𝜉𝜉2𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇33(𝝃𝝃) + 2𝜉𝜉2𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇23(𝝃𝝃)
𝑐𝑐3� (𝝃𝝃) = −𝜉𝜉1𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇33(𝝃𝝃)− 𝜉𝜉3𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇11(𝝃𝝃) + 2𝜉𝜉3𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇13(𝝃𝝃)
𝑐𝑐4� (𝝃𝝃) = −𝜉𝜉2𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇11(𝝃𝝃) + 𝜉𝜉1𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇13(𝝃𝝃) + 𝜉𝜉1𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇12(𝝃𝝃) − 𝜉𝜉1𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇23(𝝃𝝃)
𝑐𝑐5� (𝝃𝝃) = −𝜉𝜉3𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇22(𝝃𝝃) + 𝜉𝜉2𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇12(𝝃𝝃) + 𝜉𝜉2𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇23(𝝃𝝃) − 𝜉𝜉2𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇13(𝝃𝝃)
𝑐𝑐6� (𝝃𝝃) = −𝜉𝜉1𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇33(𝝃𝝃) + 𝜉𝜉3𝜉𝜉1𝜀𝜀?̂?𝜇23(𝝃𝝃) + 𝜉𝜉3𝜉𝜉2𝜀𝜀?̂?𝜇13(𝝃𝝃) − 𝜉𝜉3𝜉𝜉3𝜀𝜀?̂?𝜇12(𝝃𝝃),
 (3.46) 
- Criterio sobre las condiciones de carga: 









El esquema (3.39) fue programado en C y se realizó una implementación en paralelo 
usando OpenMP. Esto se realizó durante una estadía en el Instituto de Mecánica Aplicada 
de la Universidad de Braunschweig (Alemania) en el marco del proyecto “Advanced 
Numerical Simulation techniques for solving complex engineering problems” del programa 
FP7-PEOPLE-2009-IRSES de la Unión Europea. Para probar la implementación se 
utilizaron dos computadoras, una HP ML350p equipada con dos procesadores Intel Xeon 
E5-2620 y 136GB de RAM, y el clúster TUPAC perteneciente a CSC-CONICET, que 
cuenta con 64 nodos Dell PowerEdge C6145 equipados con cuatro procesadores AMD 
Opteron 6276s y 128GB de RAM. Para evaluar el desempeño en la computadora HP 
ML350p se utilizó un modelo de 128 × 128 × 128 voxels que necesita de alrededor de 950 
iteraciones para cada caso de carga. El tiempo de solución fue alrededor de dos horas 
por caso de carga en la computadora HP en modo secuencial (un procesador), mientras 
que en paralelo se logró un incremento máximo de velocidad de 2 ×  usando cuatro 
procesadores lógicos. Para evaluar el algoritmo en el sistema Dell se utilizó un modelo 
constituido por 300 × 300 × 300 voxels. El número de iteraciones para este modelo fue de 
alrededor de 830 por caso de carga. Los tiempos de cómputo fueron de entre 36 y 45 
horas en modo secuencial; se alcanzó un incremento de velocidad de 3 × empleando 8 
procesadores lógicos. En lo que respecta al requerimiento de memoria, esta se 
incrementa linealmente con el número de voxels de acuerdo con la siguiente ecuación 





Para la homogenización, los seis casos de carga de la ecuación (3.4) son resueltos 
usando el esquema (3.39), y los resultados correspondientes son reemplazados en la 
ecuación (3.5) para calcular el tensor estructural 𝕄𝕄𝑎𝑎 para cada voxel en el modelo. Con 
este objetivo, se construye un sistema de ecuaciones para cada caso de carga usando 
las deformaciones macroscópicas 𝜀𝜀𝑎𝑎𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖  y sus correspondientes 𝜀𝜀𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖 en la microescala: 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  






























11 𝜀𝜀𝜇𝜇2211 𝜀𝜀𝜇𝜇3311 𝜀𝜀𝜇𝜇1211 𝜀𝜀𝜇𝜇1311 𝜀𝜀𝜇𝜇2311
𝜀𝜀𝜇𝜇1122 𝜀𝜀𝜇𝜇2222 𝜀𝜀𝜇𝜇3322 𝜀𝜀𝜇𝜇3322 𝜀𝜀𝜇𝜇1322 𝜀𝜀𝜇𝜇2322
𝜀𝜀𝜇𝜇1133 𝜀𝜀𝜇𝜇2233 𝜀𝜀𝜇𝜇3333 𝜀𝜀𝜇𝜇3333 𝜀𝜀𝜇𝜇1333 𝜀𝜀𝜇𝜇2333
𝜀𝜀𝜇𝜇1112 𝜀𝜀𝜇𝜇2212 𝜀𝜀𝜇𝜇3312 𝜀𝜀𝜇𝜇3312 𝜀𝜀𝜇𝜇1312 𝜀𝜀𝜇𝜇2312
𝜀𝜀𝜇𝜇1113 𝜀𝜀𝜇𝜇2213 𝜀𝜀𝜇𝜇3313 𝜀𝜀𝜇𝜇1213 𝜀𝜀𝜇𝜇1313 𝜀𝜀𝜇𝜇2313


























Una vez que 𝕄𝕄𝑎𝑎  es determinado para cada voxel, se calcula el tensor de elasticidad 
















donde 𝑚𝑚 es el número de voxels dentro del RVE y 𝐵𝐵𝑖𝑖 son sus volúmenes. En la ecuación 
(3.50) se hizo uso del hecho de que los volúmenes de los voxels son idénticos. El post 
procesamiento fue implementado en Matlab. 
3.4 MUESTRAS 
3.4.1 Muestras artificiales 
Las geometrías para las muestras artificiales son las introducidas por Kowalczyk41, que 
son descriptas y analizadas en detalle en el Capítulo 4. Estas trabéculas artificiales 
consisten en celdas unitarias repetitivas hexaédricas como la mostrada en la Figura 3.2. 
Se consideran para este análisis cinco microestructuras con fracciones volumétricas 
sólidas y parámetros geométricos que cubran los rangos reportados por van Rietbergen 
y Huiskes171 y Kabel et al.166 para el hueso trabecular. Las muestras fueron “rebanadas” 
para producir series de imágenes binarias bidimensionales que imitan las imágenes de 
micro-TC. Estas imágenes fueron luego usadas para realizar análisis geométricos con 
BoneJ70. La Tabla 3.3 reporta los valores de los micro parámetros que determinan la 
geometría de las cinco muestras y los resultados para la fracción de volumen sólido 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 , el espesor trabecular 𝑡𝑡 , el espaciado trabecular 𝑐𝑐 , y el espesor trabecular 
normalizado 𝑡𝑡/(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐) . 
 















𝒕𝒕/(𝒕𝒕 + 𝒔𝒔) 
A1 0.07 0.05 0.55 0.15 0.60 0.22 3.06 0.07 
A2 0.12 0.10 0.10 0.35 1.20 0.27 1.98 0.12 
A3 0.28 0.15 0.35 0.55 1.00 0.49 1.91 0.20 
A4 0.35 0.25 0.30 0.50 1.20 0.74 1.57 0.32 
A5 0.50 0.25 0.95 0.50 1.00 0.87 1.40 0.38 
Tabla 3.3. Datos geométricos de las muestras artificiales. Todas las dimensiones están normalizadas 
respecto a la longitud de la celda unitaria en la Figura 4.3. 
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3.4.2 Muestras naturales 
Se estudian cuatro muestras de hueso trabecular naturales, que son designadas como 
N1, N2, N3 y N4 (ver Figura 3.3). Las muestras N1 y N2 provienen de cabezas femorales 
bovinas. Ibarra Pino172 produjo la muestra N1 en el INTEMA, mientras que la Facultad de 
Ingenieria de São Carlos de la Universidad de São Paulo proporcionó los datos de las 
micro-TC de la muestra N2173. Las muestras N3 y N4, fueron producidas en la división 
Electroquímica Aplicada del INTEMA174,175, y corresponden a fémures de ratas macho 
Hokkaido adultas con implantes de acero inoxidable recubiertos. Los tiempos de 
implantación de N3 y N4 fueron 4 y 8 semanas, respectivamente. Por lo tanto, la madurez 
del hueso de N3 es mayor que la del N4. 
Las muestras producidas en el INTEMA fueron preparadas de acuerdo con el siguiente 
procedimiento. Los huesos se limpiaron de los tejidos blandos circundantes y se fijaron 
en formaldehído neutro al 10% en peso durante al menos 24 h (10 días en el caso de la 
muestra N1). Luego, fueron deshidratadas en una serie de mezclas de acetona y agua 
seguidas por una solución de metacrilato, y finalmente embebidas en una solución de 
metacrilato de metilo (MMA) y polimerizadas (PMMA). Finalmente, se cortaron muestras 
de 5 milímetros de espesor de los bloques embebidos en PMMA para los estudios de 
micro tomografía computada y nano indentación. Los cortes fueron hechos con una hoja 
de corte de diamante a baja velocidad (Buehler GmbH) enfriada con agua. Las muestras 
utilizadas para la nanoindentación se pulieron primero con papel de lija de 600 a 2000 
lubricado con agua y luego con polvo de alúmina de 0,3 𝜇𝜇𝑚𝑚  utilizando una máquina 
automática de lijado y pulido (Logitech, UK). Se procuró mantener la superficie libre de 
rayas tanto como fue posible. 
Las muestras fueron escaneadas usando un micro tomógrafo SkyScan 1172 (Bruker 
microCT, Belgium) en la Facultad de Ingenieria de São Carlos de la Universidad de São 
Paulo. Los datos de los tamaños de pixel en el plano son reportados en la Tabla 3.4. El 
 
Figura 3.2. Celda cúbica asociada a la estructura repetitiva de la Figura 4.3 utilizada para los modelos 
numéricos (𝑡𝑡𝑐𝑐 = 0.15, 𝑡𝑡ℎ = 0.35, 𝑡𝑡𝑣𝑣 = 0.55 y 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1). 
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espesor de los cortes (fuera del plano) fue el mismo que el tamaño de pixel en el plano. 
Las imágenes de TC fueron procesadas con el BoneJ70 para obtener los datos 
geométricos sobre las regiones de interés (ROI) mostradas en la Figura 3.3. Los 
resultados para la fracción de volumen sólida, el espesor trabecular y el espaciado 




Figura 3.3. Imágenes de TC segmentadas de las muestras naturales. N1 y N2: cabezas femorales 
bovinas, N3 y N4: fémures de ratas Hokkaido. Los recuadros indican las ROI. Las longitudes de 
referencia son de 100 𝜇𝜇𝑚𝑚 en todas las figuras. Las flechas en N3 y N4 indican el crecimiento de las 
placas. 
Muestra Dimensiones 













𝒕𝒕/(𝒕𝒕 + 𝒔𝒔) 
N1 4.1×6.5×5.6 5.96 0.39 200 443 0.31 
N2 6.6×6.6×6.2 6.62 0.51 315 523 0.38 
N3 2.6×3.5×2.6 8.70 0.27 150 376 0.29 
N4 2.6×2.6×2.6 8.70 0.30 152 390 0.28 
Tabla 3.4. Datos geométricos de las muestras naturales. 
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Los módulos elásticos de los tejidos trabeculares fueron medidos mediante ensayos de 
micro y nano indentación realizados en el INTEMA usando el método de Oliver y Pharr176. 
La muestra N1 fue micro indentada en un TI 900 Triboindenter (Hysiltron, MN, USA) 
usando un indentador Vickers de diamante. La máxima carga de indentación de 1500 𝑚𝑚𝑚𝑚 
fue mantenida constante por 45 𝑐𝑐 para minimizar los efectos de creep. Las tasas de carga 
y descarga fueron de 200 𝑚𝑚𝑚𝑚/𝑐𝑐 y 100 𝑚𝑚𝑚𝑚/𝑐𝑐, respectivamente. Los resultados reportados 
son el promedio sobre ocho indentaciones. La muestra N2 no se encontraba disponible 
para ser ensayada, por lo que se asumieron las mismas propiedades de la N1. Las 
muestras de rata (N3 y N4) fueron nano indentadas usando un indentador Berkovich de 
diamante. La carga máxima fue de 1 𝑚𝑚𝑚𝑚 y fue mantenida constante por 30 𝑐𝑐. Las tasas 
de carga y descarga fueron de 0.1 𝑚𝑚𝑚𝑚/𝑐𝑐. Se realizaron indentaciones de una grilla de 
3 × 3  separadas 5 𝜇𝜇𝑚𝑚  sobre cada muestra y los resultados fueron promediados. Los 
resultados para la dureza y el módulo de Young se resumen en la Tabla 3.5. Se asumió 
un coeficiente de Poisson 𝜈𝜈 = 0.3 para todas las muestras. 
 
Los datos en la Tabla 3.4 muestran que N3 y N4 no exhiben grandes diferencias entre 
sus espesores y espaciados trabeculares. Las diferencias en dureza y módulo elástico en 
la Tabla 3.5 son 22%  y 14%  respectivamente, pero sus desviaciones estándar se 
superponen. Las diferencias pueden ser atribuidas a la variabilidad natural entre las 
muestras y los diferentes grados de madurez del hueso. Debido a que el tiempo de 
implantación de la muestra N4 es dos veces mayor al de N3, la mayor fracción de volumen 
sólida de la primera puede ser también resultado de un mayor tiempo de implantación, 
durante el cual la tasa de deposición de tejido es mayor que la tasa de reabsorción174,177. 
Los datos para los módulos elásticos fueron promediados y de aquí en adelante se utilizó 
un único valor para los análisis de homogenización numéricos de ambas muestras. 
3.5 CONSTRUCCIÓN DE LOS MODELOS 
Los modelos para los análisis de FFT fueron construidos a partir de conjuntos de 
imágenes en dos dimensiones de las microestructuras. En el caso de las muestras 
naturales, las imágenes son obtenidas directamente por micro-TC, mientras que para las 
muestras artificiales son producidas a partir de la geometría de la celda (Sección 3.4.1). 
En ambos casos, las imágenes son redimensionadas usando promedio por regiones para 
crear un hexaedro de dimensiones 𝑚𝑚1 × 𝑚𝑚2 × 𝑚𝑚3 . Cada voxel es identificado como 
perteneciente a la fase solida o a la hueca. Se consideran dos estrategias para la 
especificación del umbral para la segmentación de las imágenes: a) umbral fijo: se elige 
igual al usado para la determinación de la fracción de volumen solida de la muestra 
(Sección 3.4.2); b) umbral variable: se ajusta individualmente para cada modelo tal que 
su fracción de volumen sea igual a la medida para la muestra178. La Figura 3.4 muestra 
un modelo típico de una muestra natural. 
Muestra Dureza [𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆] Módulo elástico [𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆] 
N1: Hueso bovino  0.39 ± 0.02 7.93 ± 0.86 
N3: Hueso de rata 0.94 ± 0.22 26.59 ± 3.05 
N4: Hueso de rata 0.73 ± 0.19 23.28 ± 4.00 
Promedio del hueso de rata 0.85 ± 0.22 25.21 ± 3.64 
Tabla 3.5. Dureza y módulo elástico obtenidos por micro y nano indentación. 
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Los voxels dentro de la fase sólida tienen las propiedades mecánicas del tejido trabecular 
reportados en la Tabla 3.5. Como se mencionó anteriormente, la respuesta mecánica de 
la fase hueca es modelada empleando un material con una rigidez muy baja cuando se la 
compara a la fase sólida. Se realizaron ensayos preliminares para seleccionar la rigidez 
de la fase hueca que resulte en un balance razonable entre precisión y costo 
computacional. Con este objetivo, un modelo de una celda unitaria cúbica con un agujero 
cilíndrico pasante de radio 𝑟𝑟 𝐿𝐿⁄ = 0.47 (fracción de volumen 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.30) fue resuelto 
para un amplio rango de contrastes entre el módulo de compresibilidad 𝑘𝑘 de la fase sólida 




 . (3.51) 
El modelo fue discretizado usando 𝑚𝑚1 = 𝑚𝑚2 = 𝑚𝑚3 = 51  voxels. El módulo de 
compresibilidad para el material de referencia fue definido como 𝑘𝑘0 = (𝑘𝑘𝑠𝑠𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑚𝑚 + 𝑘𝑘ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑐𝑐𝑚𝑚) 2⁄  
y el módulo de corte como 𝜇𝜇0 = (𝜇𝜇𝑠𝑠𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑚𝑚 + 𝜇𝜇ℎ𝑢𝑢𝑡𝑡𝑐𝑐𝑚𝑚) 2⁄ . En la Figura 3.5 se presentan los 
resultados para la norma normalizada del tensor de rigidez homogenizado, ‖ℂ‖ ‖ℂ𝑠𝑠𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑚𝑚‖⁄ , 
y el número de iteraciones en función de 𝜃𝜃. El valor de referencia ‖ℂ‖ ‖ℂ𝑠𝑠𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑚𝑚‖⁄ = 0.50 en 
la Figura 3.5a fue calculado utilizando el PREMAT179 con un modelo de elementos finitos 
de alta resolución. Empleando un criterio ad-hoc de que ‖ℂ‖ ‖ℂ𝑠𝑠𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑚𝑚‖⁄  cambia menos de 
1% en el rango 10−4 ≤ 𝜃𝜃 ≤ 10−8, el valor 𝜃𝜃 = 10−4 es seleccionado como un compromiso 
entre la precisión y el costo computacional. El resultado ‖ℂ‖ ‖ℂ𝑠𝑠𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑚𝑚‖⁄ = 0.48 para 𝜃𝜃 =
10−4 difiere menos de un 4% respecto a los resultados de PREMAT. No se intentó un 
refinamiento mayor del modelo. Los efectos del tamaño de voxel sobre los resultados del 
procedimiento de homogenización computacional serán discutidos en la Sección 3.6. 
 
Figura 3.4. Modelo para el análisis de FFT de la muestra N3. La representación geométrica consta de 
135 × 135 × 135 voxels. 
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3.6 RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
3.6.1 Muestras Artificiales 
Los primeros análisis tienen como objetivo evaluar el efecto del tamaño de voxel 𝑑𝑑 sobre 
la precisión del método de FFT. A fin de obtener conclusiones independientemente del 
error en la representación geométrica originado por la segmentación, los análisis son 
realizados sobre modelos construidos usando imágenes con resoluciones 
suficientemente bajas como para producir geometrías que sean representadas de manera 
exacta con todos los tamaños de voxel. Cada una de las cinco muestras artificiales es 
resuelta usando siete tamaños de voxel 𝑑𝑑, normalizados con el espesor trabecular 𝑡𝑡, en 
 
Figura 3.5. (a) Norma del tensor de elasticidad homogenizado y (b) número de iteraciones como función 
del contraste entre las fases. 
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el rango 0.02 ≲ 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.4 . Los modelos resultantes tienen entre 40 × 103  y 20 × 106 
voxels. Los resultados de los análisis de convergencia sobre la norma de los tensores de 
elasticidad ‖ℂ‖ ‖ℂ0.02‖⁄  se muestran en la Figura 3.6. El factor de normalización ‖ℂ0.02‖ 
es la norma del tensor de elasticidad calculado con el tamaño de voxel más pequeño 
𝑑𝑑/𝑡𝑡 = 0.02. Se puede observar en la Figura 3.6 que, en todos los casos, las normas de 
los tensores de elasticidad alcanzan valores independientes del tamaño de voxel. Los 
resultados para tamaños de voxel 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.05 tiene una desviación menor al 1% respecto 
a ‖ℂ0.02‖, mientras que para 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.10 las desviaciones son menores al 5%. 
 
Los efectos del error de representación geométrica son evaluados en la Figura 3.7. A fin 
de que la visualización sea clara, solo se presentan los resultados para las muestras A3 
y A5. Las muestras que resultaron con las desviaciones más grandes de las fracciones 
de volumen sólidas de referencia cuando son segmentadas usando un valor umbral fijo 
(estrategia de segmentación (a) de la Sección 3.5). Como se puede observar en la Figura 
3.7, las fracciones de volumen sólidas convergen linealmente a los valores de referencia 
ya sea por exceso (A3) o por defecto (A5). Por ejemplo, la fracción de volumen sólida de 
A5 tiene un déficit de aproximadamente 15% con respecto a la referencia cuando el 
tamaño de voxel es 𝑑𝑑/𝑡𝑡 = 0.1. 
La Figura 3.8 muestra los resultados para los análisis de convergencia de los tensores de 
elasticidad normalizados ‖ℂ‖/‖ℂ𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹‖  para las dos estrategias de segmentación 
introducidas en la Sección 3.5. El factor de normalización ‖ℂ𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹‖ para cada muestra es 
la norma del respectivo tensor de elasticidad calculado por Kowalczyk41 usando FEA. Se 
puede observar que ‖ℂ‖ converge linealmente con el tamaño de voxel para todos los 
casos. Las dos estrategias de segmentación presentan el mismo comportamiento, 
llevando a resultados prácticamente idénticos cuando son extrapolados a tamaño de voxel 
𝑑𝑑/𝑡𝑡 = 0. Además, los resultados extrapolados están en excelente acuerdo con los valores 
de referencia de Kowalczyk41, con diferencias máximas de menos del 2% para la muestra 
 
Figura 3.6. Muestras artificiales. Norma normalizada del tensor de elasticidad como función del tamaño 
de voxel normalizado. Resultados de los modelos sin error de representación geométrica. 
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A2. Los resultados en la Figura 3.8 permiten concluir que, independientemente de la 
estrategia de segmentación, la extrapolación lineal de los valores calculados para los dos 
modelos con 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.10 puede ser usada para producir estimaciones precisas del tensor 




Figura 3.7. Fracción de volumen sólida como función del tamaño de voxel normalizado para las 
muestras naturales y artificiales. 
 
Figura 3.8. Muestras artificiales: norma normalizada del tensor de elasticidad como función del tamaño 
de voxel normalizado. No se obtuvieron resultados para A1 ya que no fue posible construir modelos con 
el tamaño de voxel normalizado necesario 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≤ 0.10 con los recursos computacionales disponibles. 
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3.6.2 Muestras Naturales 
El tamaño del RVE es un punto clave para el análisis de homogenización de las muestras 
naturales. Con el objetivo de estimar los tamaños de los modelos representativos se utiliza 
el modelo probabilístico unidimensional de la microestructura del tejido de Harrigan et 
al.180. Al asumir que las tensiones y deformaciones macroscópicas son promedios 
volumétricos de las tensiones y las deformaciones dentro de la microestructura, ver 
Ecuación (3.1), Harrigan et al.180 propusieron que las escalas de longitud de las tensiones 
y las deformaciones son similares a la de la fracción de volumen sólido. 
La Figura 3.9 muestra los valores medios y las desviaciones estándar de la fracción lineal 
sólida como función de la longitud normalizada, 𝑙𝑙/(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐), para las muestras N2 (cabeza 
femoral bovina) y N4 (fémur de rata adulta). Cada punto en la Figura 3.9 es el resultado 
de 300 barridos lineales a lo largo de líneas orientadas en las direcciones ortogonales 𝑦𝑦1, 
𝑦𝑦2 y 𝑦𝑦3 y con orígenes en localizaciones aleatorias. Estos análisis son hechos usando la 
máxima resolución de las imágenes de micro-TC reportadas en la Tabla 3.4. A modo de 
comparación, la Figura 3.9 también presenta las fracciones de volumen sólidas 
determinadas en la Sección 3.4.2. La Figura 3.9(a) muestra que, para la muestra N2, el 
valor medio de la fracción lineal sólida y su desviación estándar son independientes de la 
dirección. La fracción lineal sólida rápidamente converge hacia la fracción de volumen 
sólida. Las diferencias entre las fracciones de volumen lineal y el valor de referencia son 
menores al 6%  para longitudes de barrido mayores que cinco espaciados 
intertrabeculares. La desviación estándar disminuye exponencialmente con la longitud 
escaneada, haciéndose constante para aproximadamente cuatro longitudes 
intertrabeculares. El valor máximo para la dispersión es de aproximadamente 20% del 
valor medio. 
Los resultados para la fracción lineal sólida de la muestra N4 se muestran en la Figura 
3.9(b). Las discrepancias entre la fracción lineal sólida y la fracción de volumen sólida de 
referencia son inferiores al 10%  para longitudes escaneadas mayores que cuatro 
longitudes intertrabeculares. Por otro lado, la desviación estándar depende de la dirección 
de análisis. Las direcciones 𝑦𝑦1 y 𝑦𝑦3 se comportan de manera similar; ambas convergen 
hacia una desviación estándar de aproximadamente 60% del valor medio. La dirección 𝑦𝑦2 
converge a una desviación estándar de aproximadamente 26% del valor medio. Sobre la 
base de estos resultados, se concluye que longitudes escaneadas 𝑙𝑙/(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐) ≥ 4 permiten 
obtener valores independientes del tamaño de los valores medios y las desviaciones 
estándar de las fracciones de volumen sólidas. Las muestras N1 y N3 muestran 
comportamientos análogos a N2 y N4, respectivamente. Este resultado coincide con el 
reportado por Harrigan et al.180. 
El tipo de hueso y los tamaños relativos de las muestras afectan los resultados obtenidos 
en términos de la fracción lineal sólida para los dos conjuntos de muestras. Las muestras 
N1 y N2 son relativamente pequeñas cuando se las compara a la diáfisis del fémur del 
cual fueron obtenidas, por lo que pueden ser consideradas como RVEs. Por otro lado, las 
muestras N3 y N4 se extienden sobre una gran porción de la sección distal total de los 
fémures de rata, y en consecuencia no satisfacen la hipótesis de separación de escalas. 
La anisotropía y la mayor dispersión de los resultados para las muestras N3 y N4 pueden 
ser explicadas por la presencia de las placas de crecimiento observadas en la Figura 3.3. 
Por lo tanto, las muestras N3 y N4 no pueden ser consideradas RVEs, pero son 
adecuadas para el cálculo de propiedades elásticas aparentes. 
Se evaluó el efecto del tamaño de voxel sobre la precisión del método de homogenización 
para las muestras naturales. Con este objetivo se realizaron tres análisis en los que se 
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exploró: la convergencia del método de FFT cuando los modelos no presentan errores de 
representación geométrica, el error del procedimiento de segmentación, y la tasa de 
convergencia del procedimiento de homogenización completo. 
 
La convergencia del método de FFT cuando no hay errores de representación geométrica 
fue evaluada usando series de modelos con tamaños de voxel 0.03 ≤ 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≤ 0.3. Los 
resultados para la norma de los tensores de elasticidad, ‖ℂ‖, fueron comparados con la 
solución calculada para los tamaños de voxel más pequeños, ‖ℂ0.03‖. Los cocientes 
 
Figura 3.9. Media y desviación estándar de la fracción lineal sólida como funciones de las longitudes 
lineales normalizadas para las muestras artificiales (a) N2 y (b) N4. 
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‖ℂ‖/‖ℂ0.03‖  como función de los tamaños de voxel para las diferentes muestras se 
comportan de manera similar a aquellos de las muestras artificiales de la Figura 3.6; 
‖ℂ‖/‖ℂ0.03‖ ≤ 0.98 para 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.05 y ‖ℂ‖/‖ℂ0.03‖ ≤ 0.90 para 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.10. 
Los resultados para el error de representación geométrica para el procedimiento de 
segmentación mediante umbral fijo son mostrados en la Figura 3.7 para las muestras N2 
y N4. La comparación con las muestras artificiales exhibe que las muestras naturales son 
menos sensibles al tamaño de voxel que las muestras artificiales. Se puede ver, por 
ejemplo, que para un tamaño de voxel 𝑑𝑑/𝑡𝑡 = 0.1 los errores en las fracciones de volumen 
sólidas de las muestras naturales son de alrededor del 2% , mientras que para las 
muestras artificiales pueden alcanzar el 15% . Estos resultados son atribuidos a las 
diferencias en la periodicidad geométrica y la uniformidad entre los dos conjuntos de 
muestras. Cuando son discretizadas con arreglos de voxels regulares, las geometrías 
periódicas y uniformes de las muestras artificiales resultan en diferencias consistentes (ya 
sea en exceso o en defecto) de la fracción de volumen sólida entre las geometrías de la 
muestra y sus representaciones por medio de voxels. Por otro lado, las geometrías 
irregulares de las muestras naturales resultan en una combinación de excesos y defectos 
locales que se compensan sobre el dominio completo del modelo. 
El análisis de convergencia para el procedimiento de homogenización completo se realizó 
siguiendo una estrategia similar a la utilizada para las muestras artificiales. Debido a que 
no se tienen soluciones de referencia, ‖ℂ‖ fueron calculados para las muestras naturales 
N1 y N2 usando tamaños de voxel progresivamente más pequeños y los resultados fueron 
comparados con los obtenidos para el menor tamaño de voxel, 𝑑𝑑/𝑡𝑡 = 0.06, en términos 
del cociente ‖ℂ‖/‖ℂ0.06‖. Cuando se grafican como función de 𝑑𝑑/𝑡𝑡, ‖ℂ‖/‖ℂ0.06‖ exhiben 
comportamientos lineales como los mostrados para las muestras artificiales en la Figura 
3.8. Los resultados para los modelos con tamaños de voxel 𝑑𝑑/𝑡𝑡 < 0.10  permiten 
extrapolaciones lineales precisas de las componentes del tensor de rigidez. De hecho, 
bajo estas condiciones, los ajustes lineales tienen coeficientes de determinación mayores 
a 0.99. 
Sobre la base de los resultados previos, las matrices de elasticidad para N1 y N2 son 
calculadas mediante la extrapolación a tamaño de elemento cero de los dos conjuntos de 
resultados obtenidos para los modelos con 𝑑𝑑/𝑡𝑡 < 0.10 . Las matrices de elasticidad 








0.9924 0.4030 0.4398 0.0378 0.0134 0.0063
0.4030 1.4566 0.4773 −0.0041 −0.0020 0.0171
0.4398 0.4773 1.8418 −0.0139 −0.0092 0.0005
0.0378 −0.0041 −0.0139 0.4657 −0.0417 −0.0042
0.0134 −0.0020 −0.0092 −0.0417 0.5450 −0.0093















1.8765 0.5059 0.7400 0.0283 −0.0906 0.0484
0.5059 2.2795  1.0195 0.0817 0.0554 −0.0410
0.7400 1.0195 2.6216 −0.0747 0.0624 −0.0178
0.0283 0.0817 −0.0747 0.8846 0.0010  0.0065
−0.0906 0.0554 0.0624 0.0010 0.8174 −0.0363
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La Figura 3.10 muestra la descomposición en clases de simetría de las matrices de 
elasticidad (3.52) y (3.53) de acuerdo al procedimiento de la Sección 3.2. Se observa que 
la clase isotrópica representa las fracciones más significativas (78% y 83% para N1 y N2, 
respectivamente) de las matrices de elasticidad. También son relevantes las 
contribuciones de las clases hexagonal (9% y 6%), ortorrómbica (7% y 4%) y triclínica 
(3%  y 7%). Por otro lado, las clases tetragonal y monoclínica tienen contribuciones 
menores, inferiores al 2%. Es interesante notar que la simetría ortotrópica, dada por la 
suma de las clases isotrópica, hexagonal, tetragonal y ortorrómbica, es del 95% para N1 
y del 93% para N2. Estos resultados están en excelente concordancia con el 95% de 
simetría elástica ortotrópica del hueso trabecular humano reportado por van Rietbergen y 
Huiskes171. 
Las matrices de elasticidad para N3 y N4, también expresadas en sus sistemas 








0.4924 0.1716 0.3116 −0.0411 −0.0600 0.0400
0.1716 1.2586 0.4481 0.0015 0.0037 0.0358
0.3116  0.4481 1.8429 −0.0096 0.0654 −0.0902
−0.0411 0.0015 −0.0096 0.6102 −0.0581 −0.0130
−0.0600 0.0037 0.0654 −0.0581 0.2365 0.0386















0.4028 0.2245 0.2498 0.0035 −0.0278 0.0551
0.2245 1.8178 0.6833 0.0565 −0.0280 0.0164
0.2498 0.6833 3.0901 −0.0661  0.0303 −0.0216
0.0035 0.0565  −0.0661 0.9328 −0.1265  0.0246
−0.0278 −0.0280 0.0303 −0.1265 0.3018 0.0172







Los resultados de las descomposiciones en sus clases de simetría son mostrados en la 
Figura 3.10. Las simetrías ortotrópicas totales para N3 y N4 son 88%  y 90% , 
 
Figura 3.10. Descomposición de los tensores de elasticidad de las muestras naturales en sus clases de 
simetría. 
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respectivamente. Estos valores son levemente inferiores a aquellos encontrados para N1 
y N2. También se aprecian diferencias entre las fracciones relativas de las clases de 
simetría. A pesar de que la clase isotrópica representa la mayor parte de las matrices de 
elasticidad de las muestras N3 y N4, sus porcentajes, 59% y 46%, son menores que para 
las muestras N1 y N2. Los incrementos en la simetría hexagonal, los cuales se elevan a 
15%  para N3 y a 26%  para N4, compensan la reducción en la isotropía. La mayor 
anisotropía elástica de N3 y N4 con respecto a N1 y N2 es consistente con la anisotropía 
de la fracción lineal sólida observada anteriormente para N4. 
3.7 CONCLUSIONES
El método de FFT basado en el campo de polarización de Monchiet y Bonnet162 y la 
homogenización asintótica fueron usados en combinación con imágenes de micro-TC y 
ensayos de nanoindentación para calcular las propiedades elásticas efectivas del hueso 
trabecular. El desempeño del método fue investigado para microestructuras óseas 
naturales y artificiales. 
Las geometrías de los modelos fueron construidas directamente de imágenes de micro-
TC. Se encontró que el error de representación geométrica, medido como la discrepancia 
entre la fracción de volumen sólida del modelo y de la muestra, es más pequeño para las 
microestructuras naturales que para las artificiales. Tamaños de voxel iguales a un décimo 
del espesor trabecular, 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.1, resultaron en errores menores al 2% para las muestras 
naturales. Las muestras artificiales requirieron de tamaños de voxel aproximadamente 
cinco veces menores para alcanzar el mismo nivel de precisión. Estos resultados son 
atribuidos a las diferencias en periodicidad y uniformidad entre las microestructuras óseas 
naturales y artificiales. Debido al arreglo regular de voxels, las microestructuras periódicas 
y uniformes artificiales resultan en diferencias consistentes (ya sea en exceso o en 
defecto) entre la muestra y sus representaciones empleando voxels. Por otro lado, la 
geometría irregular del hueso natural resulta en una combinación de excesos y defectos 
locales que se compensan sobre el dominio completo. En cada caso, los errores en la 
representación geométrica convergen linealmente a cero cuando el tamaño de voxel 
tiende a cero. 
La respuesta elástica de la fase hueca fue modelada usando un material con rigidez muy 
baja cuando se la compara con aquella de la fase sólida. En base a los resultados para 
un problema de evaluación, se concluyó que la compliancia para la fase hueca debe ser 
ajustada como, al menos, 104  veces la del tejido óseo para alcanzar un tensor de 
elasticidad homogenizado con errores menores al 1% . Este ajuste resulta en un 
compromiso razonable entre la precisión y el costo computacional (número de iteraciones) 
para el método de FFT. 
Se encontró que, en ausencia de errores de representación geométricos, los resultados 
para el tensor de elasticidad homogenizado efectivo son independientes del tamaño de 
voxel para modelos con 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.05 . Además, cuando el error de representación 
geométrico es considerado, las propiedades elásticas efectivas pueden ser estimadas 
mediante la extrapolación lineal de los resultados calculados usando dos modelos con 
tamaño de voxel 𝑑𝑑/𝑡𝑡 ≲ 0.10. 
Las pautas anteriores probaron ser efectivas para evaluar tanto microestructuras 
artificiales como naturales. Los resultados para los tensores de elasticidad 
homogenizados de las microestructuras artificiales mostraron discrepancias menores al 
2% con respecto a los cálculos de elementos finitos realizados por Kowalczyk41. Por su 
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parte, las clases de simetría de los tensores elásticos calculados para las muestras de 
cabezas femorales bovinas mostraron una excelente concordancia con lo reportado por 
van Rietbergen y Huiskes171. Para los fémures de ratas Hokkaido, los tamaños de las 
muestras solo permitieron determinar propiedades elásticas aparentes. De todas formas, 
los resultados fueron consistentes con las mediciones de la anisotropía en la fracción 
lineal sólida. 
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En el Capítulo 2 se presentaron diferentes métodos para realizar la caracterización 
mecánica del hueso trabecular, entre los cuales están los ensayos de tracción y flexión, 
las técnicas de ultrasonido y el FEA a gran escala de modelos microestructurales 
construidos a partir de micro-TC de muestras óseas reales. Otra estrategia para 
caracterizar el hueso trabecular consiste en utilizar modelos paramétricos del hueso 
trabecular compuestos por microestructuras artificiales equivalentes formadas por placas 
y barras. A pesar de que estas microestructuras pueden ser criticadas por no ser 
totalmente realistas, su principal ventaja es que las propiedades mesoscópicas que las 
caracterizan pueden ser expresadas como funciones continuas explicitas de unos pocos 
parámetros geométricos bien definidos. Además, los modelos basados en morfometría 
local, compuestos de placas y barras individuales, pueden ser utilizados para entender 
como los cambios estructurales locales influyen en la resistencia del hueso39,40. Es crucial 
para el modelado de la evolución de la microestructura a gran escala contar con relaciones 
explicitas entre los parámetros geométricos y las propiedades mesoscópicas. Estas 
relaciones permiten formular el problema como la evolución de un conjunto de variables 
escalares, lo que es mucho más eficiente en términos de costo computacional que el 
análisis de la evolución geométrica de ciertas componentes de las microestructuras óseas 
reales. Ejemplos de trabéculas artificiales son las desarrolladas por Kowalczyk41 y Dagan 
et al.42, que han sido exitosamente empleadas en el modelado de cambios a largo plazo 
4 
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en las propiedades morfológicas y mecánicas del hueso trabecular en el fémur proximal, 
ver Kowalczyk44 y Be’ery-Lipperman y Gafen43, respectivamente. Las microestructuras 
trabeculares artificiales han sido también usadas para el desarrollo de modelos continuos 
para describir la respuesta tensión-deformación del hueso trabecular45,46 y el colapso 
plástico multiaxial y el criterio de falla47 por medio de análisis de homogenización. De 
hecho, las propiedades homogenizadas de los modelos paramétricos del hueso trabecular 
pueden ser integradas en métodos de optimización multiescala para el diseño de 
substitutos óseos y andamios naturales7 para ingeniería de tejidos. Tales estructuras 
jerárquicas pueden ser fabricadas por medio de tecnologías de impresión 3D51,52. 
En este capítulo las microestructuras trabeculares parametrizadas introducidas por 
Kowalczyk41 son analizadas por su habilidad para reproducir la respuesta elástica del 
hueso trabecular natural. Las microestructuras artificiales son comparadas con muestras 
de hueso real en términos de sus clases de simetría y sus matrices de elasticidad son 
representadas en función de los parámetros geométricos. Se proponen dos estrategias 
de optimización para encontrar la microestructura parametrizada que mejor reproduce la 
respuesta elástica de una muestra de hueso natural objetivo: un algoritmo de 
Programación Cuadrática Secuencial que minimiza la norma de la diferencia entre las 
matrices elásticas, y un algoritmo de Búsqueda de Patrones que minimiza la diferencia 
entre las simetrías de sus tensores elásticos. Ambas estrategias usan los micro 
parámetros que determinan la geometría de la trabécula artificial como variables de 
diseño. 
4.1 PROPIEDADES ELÁSTICAS DEL HUESO TRABECULAR 
4.1.1 Datos experimentales 
Se utilizan dos fuentes de datos experimentales: la base de datos de muestras de hueso 
trabecular humanas de Kabel et al.108,109, y cinco muestras de hueso femoral bovino que 
son caracterizadas como parte de este trabajo. 
La base de datos de Kabel et al.108,109 provee el conjunto completo de las constantes 
elásticas anisotrópicas de las 141 muestras de hueso trabecular humano tomadas de las 
vértebras, el calcáneo, la tibia proximal y el fémur distal. Las relaciones de volumen de 
hueso sobre volumen total de las muestras cubren el rango 0.05 ≤ 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≤ 0.35. Las 
constantes elásticas son los resultados de análisis de homogenización de FE realizados 
sobre reconstrucciones computacionales de las microarquitecturas de las muestras. Se 
especificó el tejido trabecular como lineal elástico e isotrópico, con un módulo de 
elasticidad 𝐸𝐸 = 1 𝐺𝐺𝑃𝑃𝐼𝐼  y un coeficiente de Poisson 𝜈𝜈 = 0.3 , tal que los resultados 
homogenizados puedan ser escalados para cualquier valor de módulo elástico. Los 
procedimientos de digitalización y homogenización de las muestras se describen en Kabel 
et al.108. 
Las cinco muestras bovinas fueron obtenidas de huesos femorales. Las mismas fueron 
escaneadas usando micro-TC con una resolución de 17.7 𝜇𝜇𝑚𝑚. Las imágenes de TC fueron 
procesadas con BoneJ70 para obtener datos geométricos sobre las ROI. Los resultados 
para las fracciones de volumen, los espesores trabeculares y los espaciados trabeculares 
se muestran en la Tabla 4.1. Las propiedades elásticas del tejido trabecular fueron 
especificadas de la misma forma que en la base de datos de Kabel et al.108,109. Los análisis 
de homogenización computacional fueron realizados usando el método de FFT descripto 
en el capítulo anterior. 
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4.1.2 Análisis de simetría 
Las clases de simetría de las muestras fueron determinadas siguiendo el procedimiento 
mostrado en la Sección 3.2 del capítulo anterior. La Figura 4.1 presenta los resultados 
para las descomposiciones en las clases de simetría de las 141 muestras de hueso 
humanas de Kabel et al.108,109. Las descomposiciones acumulativas son presentadas 
como función de la BV/TV de la muestra. La Tabla 4.2 muestra los valores extremos para 
las clases de simetría. Se observa en la Figura 4.1 que la clase isotrópica representa la 
fracción más significativa de las matrices elásticas sobre todo el rango de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. A pesar 
de su amplia dispersión, el valor medio de la fracción isotrópica se incrementa linealmente 
con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, desde 𝑐𝑐𝚤𝚤𝑠𝑠𝑚𝑚����� = 0.49 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.05 hasta 𝑐𝑐𝚤𝚤𝑠𝑠𝑚𝑚����� = 0.69 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.35. 
Su desviación estándar es 𝑆𝑆𝐷𝐷𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 = 0.12. La segunda fracción más relevante es la de la 
clase hexagonal. Al contrario de la clase isotrópica, el valor medio de la clase hexagonal 
disminuye linealmente con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. Las clases isotrópica y hexagonal se comportan de tal 
Muestra Dimensiones 














𝒕𝒕/(𝒕𝒕 + 𝒔𝒔) 
1 8.7 x 9.6 x 9.5 17.7 0.25 157 491 0.24 
2 9.9 x 10.3 x 9.8 17.7 0.38 241 471 0.34 
3 9.8 x 10.1 x 7.7 17.7 0.30 180 621 0.22 
4 9.6 x 9.2 x 8.9 17.7 0.20 180 757 0.19 
5 9.7 x 9.5 x 7.6 17.7 0.21 145 573 0.20 
Tabla 4.1. Datos geométricos de las muestras bovinas. 
 
 
Figura 4.1. Descomposición en clases de simetría de las matrices de elasticidad de las 141 muestras 
óseas humanas reportadas por Kabel et al.108,109. Las barras de error indican las desviaciones estándar 
de los valores medios interpolados. 
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manera que su suma es constante, 𝑐𝑐𝚤𝚤𝑠𝑠𝑚𝑚����� + 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒������ ≅ 0.83 , con una desviación estándar 
𝑆𝑆𝐷𝐷𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚+ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 = 0.07. La fracción de la clase tetragonal es marginal; alrededor del 1% para 
cerca del 98% de las muestras. La clase ortorrómbica presenta una dispersión amplia, 
pero su valor medio es prácticamente constante 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡����� ≅ 0.10. La simetría ortotrópica, 
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚 = 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 + 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚, (4.1) 
presenta un valor promedio constante 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚�������� ≅ 0.93  con 𝑆𝑆𝐷𝐷𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚 = 0.04 . Este último 
resultado es consistente con la observación de Yang et al.95, quienes encontraron que las 
matrices ℂ del hueso trabecular presentan simetría ortotrópica con un nivel de confianza 
del 95%. 
 
Los resultados para las descomposiciones en clases de simetría de las muestras bovinas 
se muestran en la Figura 4.2. Los máximos y mínimos para las clases de simetría se 
pueden ver en la Tabla 4.2. Se observa que a pesar de que los valores extremos de las 
clases de simetría bovinas están dentro de los rangos correspondientes de la base de 
datos de huesos humanos, la suma de las clases isotrópica y hexagonal es 0.66 ≤ 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 +
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 ≤ 0.89, dando su limite inferior fuera de la desviación estándar de los datos humanos. 
Un comportamiento similar se observa para la simetría ortotrópica de las muestras 
bovinas, 0.79 ≤ 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚 ≤ 0.91. 
4.2 SELECCIÓN DE LA MICROESTRUCTURA BIOMIMÉTICA 
En esta sección se describe el proceso para la selección y evaluación de una 
microestructura ósea trabecular mimética. En primer lugar se calcula la elasticidad y la 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de la microarquitectura celular parametrizada introducida por Kowalczyk41 y se 
analiza su capacidad de reproducir el comportamiento del hueso trabecular a través de la 
comparación y correlación de estos datos con los de muestras naturales. Luego, la 
elasticidad y la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  son interpoladas como funciones de los micro parámetros 
geométricos. Estas interpolaciones son fundamentales para la implementación de los 
algoritmos de optimización empleados en la Sección 4.3. Finalmente, se verifica la 
consistencia de las interpolaciones polinómicas. 
Clase de simetría Muestras humanas de 





Min Max Min Max Min Max 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 0.24 0.84 0.50 0.79 0.36 1.00 
𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 0.02 0.65 0.04 0.20 0.00 0.49 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 + 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 0.56 0.95 0.66 0.89 0.46 1.00 
𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0.00 0.05 0.00 0.01 0.00 0.15 
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 0.00 0.33 0.02 0.13 0.00 0.50 
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚 0.81 0.99 0.79 0.91 1.00 1.00 
𝑐𝑐𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚 0.00 0.08 0.00 0.04 - - 
𝑐𝑐𝑡𝑡𝑟𝑟𝑖𝑖 0.01 0.19 0.08 0.19 - - 
Tabla 4.2. Valores extremos de las clases de simetría de las microestructuras trabeculares naturales y 
parametrizadas. 
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4.2.1 La microestructura celular parametrizada 
La microarquitectura celular parametrizada introducida por Kowalczyk41 se muestra en la 
Figura 4.3. Esta consiste en una celda repetitiva inscripta en un dodecaedro, que puede 
ser dispuesta en filas y capas para llenar completamente el espacio tridimensional. La 
geometría de la celda es descripta por curvas de Bezier y las superficies 
correspondientes. Las transiciones superficiales entre celdas vecinas son uniformes. Las 
áreas sombreadas indican la superficie trabecular, mientras que las secciones rayadas 
indican los planos en los que la celda se une con sus vecinas. 
La geometría repetitiva es descripta en función de cuatro micro parámetros geométricos: 
𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ y 𝑡𝑡𝑣𝑣, que definen las proporciones entre las placas trabeculares y los espesores para 
producir microestructuras transversalmente isótropas en el plano 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 , y 𝑡𝑡𝑡𝑡 , que la 
escala en la dirección 𝑥𝑥1 para producir microestructuras completamente ortotrópicas. Los 
micro parámetros 𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ  y 𝑡𝑡𝑣𝑣  son adimensionales y toman valores entre 0 y 1, que se 
corresponden con fracciones de las dimensiones de la celda. Con el objetivo de producir 
geometrías factibles, estos micro parámetros deben cumplir con las restricciones 
𝑡𝑡ℎ ≥ 𝑡𝑡𝑐𝑐 , 
𝑡𝑡𝑣𝑣 ≥ 𝑡𝑡𝑐𝑐. 
(4.2) 
Los valores de los micro parámetros pueden ser ajustados para producir microestructuras 
con fracciones de volumen sólidas en el rango 0 < 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 < 1. 
4.2.2 Análisis de homogenización y comparación con muestras reales 
Kowalczyk41 realizó la homogenización mediante elementos finitos de un amplio conjunto 
de microestructuras definidas por grupos (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) en los dominios 𝑡𝑡𝑐𝑐 ∈ (0,1) , 𝑡𝑡ℎ ∈
 
Figura 4.2. Descomposición en clases de simetría de las matrices de elasticidad de las muestras 
bovinas. 
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[𝑡𝑡𝑐𝑐 , 1)  y 𝑡𝑡𝑣𝑣 ∈ [𝑡𝑡𝑐𝑐 , 1)  en incrementos de 0.05 , 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ [0.6,1.4]  en incrementos de 0.2 , y 
propiedades elásticas 𝐸𝐸 = 1 𝐺𝐺𝑃𝑃𝐼𝐼  y 𝜈𝜈 = 0.3 . A partir de esto, estudió en detalle la 
dependencia de las constantes elásticas efectivas resultantes con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 , y tabuló 
funciones para las constantes elásticas en función de parámetros morfométricos: longitud 
de intercepción media (MIL), orientación volumétrica (VO) y distribución de longitud de 
estrella (SLD). Mediante la comparación de las constantes elásticas efectivas con las 
correspondientes de las muestras naturales dadas por Kabel et al.108,109, Kowalczyk41 
mostró que los rangos individuales de 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖  y 𝜈𝜈𝑖𝑖𝑖𝑖  de las microestructuras 
parametrizadas son siempre más amplios que aquellos de las muestras naturales para 
cada valor de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
 
En lo que sigue, el análisis previo es extendido para evaluar la capacidad de la 
microestructura parametrizada para reproducir las simetrías elásticas naturales. Con este 
objetivo, la base de datos de constantes elásticas para la microestructura parametrizada 
fue refinada de manera que los cuatro micro parámetros geométricos varíen en 
incrementos de 0.05. El procedimiento de homogenización mediante FE de Kowalczyk41 
fue usado para el cálculo de las constantes elásticas efectivas. Las celdas que resultan 
para cada combinación de los micro parámetros geométricos fueron discretizadas con 
elementos hexaédricos lineales de 8 nodos y se especificaron condiciones de contorno 
que aseguren la compatibilidad de las deformaciones entre celdas vecinas. Los elementos 
de la matriz elástica fueron determinados con el procedimiento descripto en la Sección 
3.1 del capítulo anterior. La construcción de la base datos consistió en 41990 análisis de 
homogenización que involucraron la solución de aproximadamente 250000 modelos de 
 
Figura 4.3. Geometría de la celda repetitiva. 
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elementos finitos. Estos modelos fueron realizados por el Prof. Kowalczyk en el Institute 
of Fundamental Technological Research de la Academia Polaca de Ciencias. 
Las matrices de elasticidad de las microestructuras parametrizadas son descompuestas 
en sus clases de simetría usando el mismo procedimiento introducido anteriormente para 
las muestras naturales. Los valores extremos alcanzados por las clases de simetría son 
reportados en la Tabla 4.2. Se encontró que la microestructura parametrizada cubre los 
valores de las clases tetraédrica y ortorrómbica correspondientes a las muestras 
naturales. Por otro lado, no cubre los valores más bajos de la clase isotrópica, 0.24 ≤
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 < 0.36, ni los más altos de la clase hexagonal, 0.49 > 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 ≥ 0.65, de las muestras 
naturales. Sin embargo, unas pocas muestras entran dentro de estos rangos: solo 5 
muestras de la base de datos de Kabel te al.108,109 tienen 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 < 0.36 y 2 muestras tienen 
𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 > 0.49, es decir, menos del 5% de las 141 muestras en la base de datos. Las clases 
de simetría de las muestras bovinas entran siempre dentro de los límites de las 
microestructuras parametrizadas. 
La capacidad de la microestructura parametrizada de reproducir el comportamiento 
elástico es analizada en mayor profundidad en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. La Figura 4.4 muestra 
las clases de simetría de las microestructuras parametrizadas para el rango de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de 
las muestras naturales, lo que corresponde a 17522 puntos de datos (para mayor claridad 
de la figura no se muestran todos los puntos). Los resultados son presentados para 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚, 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 + 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 y 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚 en las subfiguras (a), (b) y (c), respectivamente. También se muestran 
en las figuras los datos de las muestras naturales: las áreas grises indican la desviación 
estándar de las muestras humanas (ver Figura 4.1), mientras que los marcadores 
(cuadrados blancos) son los valores de las muestras bovinas (ver Figura 4.1). La Figura 
 
Figura 4.4. Comparación de las clases de simetría elásticas de las microestructuras trabeculares 
parametrizadas: (a) clases isotrópica, (b) clases isotrópica + hexagonal, (c) ortotropía. 
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4.4(a) muestra que la microestructura parametrizada es capaz de reproducir la clase 
isotrópica de las trabéculas naturales sobre todo el rango de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, con la excepción de 
 
Figura 4.4 (continuación). Comparación de las clases de simetría elásticas de las microestructuras 
trabeculares parametrizadas: (a) clases isotrópica, (b) clases isotrópica + hexagonal, (c) ortotropía. 
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los valores más bajos, es decir, para 0.05 ≲ 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.07. En lo que respecta a 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 +
𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒, la Figura 4.4(b) muestra que la microestructura parametrizada cubre completamente 
los datos de las muestras naturales (la zona gris es prácticamente cubierta por los 
símbolos). Finalmente, los resultados para la simetría ortotrópica en la Figura 4.4(c) 
muestran que, consistentemente con su definición geométrica, la microestructura 
parametrizada tiene 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ𝑚𝑚 = 1 sobre todo el rango de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 , lo que resulta en una 
sobreestimación consistente de la simetría ortotrópica por parte de la microestructura 
parametrizada. El valor medio y la desviación estándar de esta sobreestimación es 6.6 ±
3.8. En relación a las muestras bovinas, la sobreestimación se encuentra en el rango de 
9% a 19%. 
4.2.3 Interpolación Polinómica 
Los datos discretos de las constantes elásticas y las clases de simetría de las 
microestructuras parametrizadas se examinaron para investigar su relación con los micro 
parámetros geométricos. 
Se observó que los coeficientes del tensor de elasticidad ℂ se comportan como funciones 
continuas y uniformes de 𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 y 𝑡𝑡𝑡𝑡  sobre todos sus rangos, y que, en general, 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 
aumenta con el incremento de los micro parámetros geométricos. A modo de ejemplo, la 
Figura 4.5 ilustra los comportamientos de 𝐶𝐶11 y 𝐶𝐶12 como función de 𝑡𝑡𝑐𝑐 y 𝑡𝑡𝑣𝑣 para 𝑡𝑡ℎ = 0.6 
y 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1.2. 
 
Por otro lado, las clases de simetría son, en algunos casos, funciones discontinuas de los 
micro parámetros geométricos. La Figura 4.6 muestra los cambios de las clases de 
simetría asociadas a la variación de los coeficientes elásticos dados en la Figura 4.5. Se 
puede observar que, a pesar de que los coeficientes de ℂ varían en forma continua con 
los micro parámetros, las simetrías hexagonal, tetragonal y ortorrómbica presentan 
discontinuidades. 
A partir de estas observaciones, los datos de las constantes elásticas discretas fueron 
usadas para interpolar una expresión analítica para ℂ(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡). Los nueve coeficientes 
no nulos, 𝐶𝐶11 , 𝐶𝐶22 , 𝐶𝐶33 , 𝐶𝐶12 , 𝐶𝐶13 , 𝐶𝐶23 , 𝐶𝐶44 , 𝐶𝐶55  y 𝐶𝐶66 , fueron interpolados 
 
Figura 4.5. Coeficientes elásticos 𝐶𝐶11 y 𝐶𝐶12 de la microestructura parametrizada como función de 𝑡𝑡𝑐𝑐 y 𝑡𝑡𝑣𝑣 
para 𝑡𝑡ℎ = 0.6 y 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1.2. 
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independientemente de forma polinómica por medio de un ajuste por mínimos cuadrados. 
Se utilizaron polinomios de orden 5 a 12; la calidad de las interpolaciones fue analizada 
en función del coeficiente de determinación (R2), el error de la raíz cuadrática media 
(RMSE) y la suma de cuadrados residual (SSres). La Tabla 4.3 reporta los promedios 




Figura 4.6. Clases de simetría de la microestructura parametrizada como función de 𝑡𝑡𝑐𝑐 y 𝑡𝑡𝑣𝑣 para 𝑡𝑡ℎ =
0.6 y 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1.2. 
Orden de los 
polinomios 
R2 RMSE SSres Intervalo de validez para 
𝒕𝒕𝒄𝒄 
5 0.9999848 0.000893 0.04095 [0.16,0.95] 
6 0.9999965 0.000434 0.00979 [0.15,0.95] 
7 0.9999986 0.000281 0.00410 [0.09,0.95] 
8 0.9999991 0.000226 0.00265 [0.11,0.95] 
9 0.9999993 0.000197 0.00204 [0.10,0.95] 
10 0.9999994 0.000179 0.00167 [0.06,0.95] 
11 0.9999995 0.000163 0.00139 [0.09,0.95] 
12 0.9999996 0.000149 0.00115 [0.06,0.95] 
Tabla 4.3. Evaluación de la calidad de las interpolaciones polinómicas de los coeficientes de elasticidad 
en función del coeficiente de determinación (R2), el error de raíz cuadrática media (RMSE) y la suma de 
cuadrados residual (SSres). 
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Debido a que los 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖  fueron interpolados separadamente, se debe verificar el 
requerimiento termodinámico de ℂ(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) . El requerimiento termodinámico, que 
implica que la energía de deformación sea definida positiva, impone la condición de que 
los invariantes de la matriz elástica deben ser positivos, o, en otras palabras, que tanto 
ℂ(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡)  como su inversa deben ser definidas positivas. Estas condiciones son 
verificadas para ℂ(𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡)  para los intervalos 𝑡𝑡𝑐𝑐 ∈ [0.05,0.95] , 𝑡𝑡ℎ ∈ [𝑡𝑡𝑐𝑐 , 0.95] , 𝑡𝑡𝑣𝑣 ∈
[𝑡𝑡𝑐𝑐 , 0.95]  y 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ [0.6,1.4]  en incrementos de 0.01 . Se encontró que el requerimiento 
termodinámico se cumple en la mayor parte del rango de interpolación; los intervalos de 
validez son reportados en la Tabla 4.3 en función de 𝑡𝑡𝑐𝑐. 
A partir de los resultados de la Tabla 4.3, se seleccionaron las aproximaciones 
polinómicas de orden 10. Los polinomios de orden 10 producen resultados precisos y son 
válidos sobre un amplio rango de los valores de los micro parámetros. El intervalo de 
validez 𝑡𝑡𝑐𝑐 ∈ [0.06,0.95] permite fracciones de volumen sólidas 0.01 ≤ 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≤ 0.99. 
La 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 fue también interpolada polinómicamente para obtener una expresión analítica 
para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡). Se exploraron polinomios de orden 2 a 5; los resultados se 
resumen en la Tabla 4.4. Se puede observar que la calidad de la interpolación mejora 
consistentemente con el orden del polinomio. La confiabilidad de las interpolaciones fue 
verificada tal que resulten en valores positivos de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. Se encontró que, con excepción 
de la interpolación de orden 2, todas las interpolaciones producen valores positivos de 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  para cada combinación de los micro parámetros geométricos dentro de sus 




4.3.1 Formulación del problema 
El problema de optimización consiste en encontrar la microestructura parametrizada que 
mejor reproduce la respuesta elástica de una muestra ósea natural objetivo. La 
equivalencia elástica entre las microestructuras es planteada a partir de dos estrategias: 
en función de la norma de la matriz elástica y en función de sus clases de simetría. 
El proceso seguido es mostrado en la Figura 4.7. El análisis comienza con la 
homogenización para determinar el ℂ de la muestra ósea objetivo y la descomposición de 
ℂ en sus clases de simetría. Las clases triclínica y monoclínica son suprimidas para 
obtener la matriz elástica objetivo. Por lo tanto, la ℂ𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖  resultante tiene simetría 
ortotrópica, y es compatible con la microestructura artificial. 
Orden de los polinomios R2 RMSE SSres 
2 0.9987964 0.017454 12.79248 
3 0.9999748 0.002527 0.26814 
4 0.9999973 0.000821 0.02829 
5 0.9999992 0.000442 0.00821 
Tabla 4.4. Evaluación de la calidad de las interpolaciones polinómicas de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
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El problema planteado en función de la norma de la matriz de elasticidad consiste en 
encontrar los micro parámetros 𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣  y 𝑡𝑡𝑡𝑡  que minimicen la norma de la diferencia 
entre ℂ𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 y ℂ: 
ℛ1 = min
‖ℂ𝑡𝑡𝑎𝑎𝑟𝑟𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 − ℂ(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡)‖
‖ℂ𝑡𝑡𝑎𝑎𝑟𝑟𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡‖
, (4.3) 
El problema planteado en función de las clases de simetría consiste en encontrar los micro 
parámetros 𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 y 𝑡𝑡𝑡𝑡 que minimicen la diferencia global entre las descomposiciones 


















𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 y 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚, 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 son las clases de simetría normalizadas 
de la muestra objetivo y de las microestructuras parametrizadas, respectivamente; 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚, 
𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 son funciones de 𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 y 𝑡𝑡𝑡𝑡. 
Para las dos estrategias, los micro parámetros geométricos están sujetos a las 
restricciones de desigualdad de la ecuación (4.2) y al mismo tiempo, deben cumplir con 
la restricción impuesta por la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de la microestructura objetivo, 
 
Figura 4.7. Proceso del análisis de optimización. 
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𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄
𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖. (4.5) 
Alternativamente, la restricción sobre la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 puede ser relajada tal que 
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 �1 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖� ≤ 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄
𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 �1 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖�, (4.6) 
donde 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 es la tolerancia prescripta, que puede tomar cualquier valor en el intervalo 
[0.01,0.99]. 
4.3.2 Algoritmos 
Sobre la base de la continuidad de las interpolaciones de ℂ y sus clases de simetría (ver 
Sección 4.2.3), se usaron diferentes algoritmos para resolver los problemas de 
optimización planteados en las ecuaciones (4.3) y (4.4). 
Debido a que la interpolación de los coeficientes 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖  es continua, el problema de 
optimización (4.3) es resuelto usando un algoritmo de Programación Cuadrática 
Secuencial (SQP). Los métodos SQP resuelven una secuencia de subproblemas de 
optimización, cada uno de los cuales optimiza un modelo cuadrático de la función objetivo 
sujeto a una linealización de las restricciones. En este trabajo se utilizó el algoritmo SQP 
de la Matlab Optimization Toolbox (fmincon), que es una implementación del algoritmo 
de Gill et al.181,182 basado en el gradiente. Por lo tanto, el SQP funciona para problemas 
donde las funciones objetivo y las restricciones son continuas y tienen derivadas 
continuas. 
fmincon encuentra el mínimo de un problema especificado por 
min
𝐱𝐱





⎧ 𝒄𝒄𝒆𝒆𝒆𝒆(𝐱𝐱) = 𝟎𝟎
𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆(𝐱𝐱) ≤ 𝟎𝟎
𝑨𝑨𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆(𝐱𝐱) ∙ 𝐱𝐱 ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆
𝒃𝒃𝒊𝒊𝒍𝒍𝒍𝒍 ≤ 𝐱𝐱 ≤ 𝒃𝒃𝒖𝒖𝒖𝒖
 (4.7) 
donde 𝐱𝐱 = [𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑇𝑇  y la función objetivo es 𝑓𝑓(𝐱𝐱) = ℛ1(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) , dada en la 
ecuación (4.3). 
Las funciones 𝒄𝒄𝒆𝒆𝒆𝒆 y 𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆 son usadas para especificar la restricción sobre 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. En el 
caso de una 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 objetivo prescripta, se utiliza la función de restricción de igualdad, 
𝒄𝒄𝒆𝒆𝒆𝒆(𝐱𝐱) = 𝟎𝟎, tal que 
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄
𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 = 0, (4.8) 
mientras que si se define 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 sobre un rango de la manera mostrada en la ecuación 
(4.6), se deben especificar dos 𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆(𝐱𝐱) ≤ 𝟎𝟎 tal que 
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄
𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 (1 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖) ≤ 0 (4.9) 
y 
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 (1 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖)− 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 0. (4.10) 
Las restricciones sobre los micro parámetros geométricos de la ecuación (4.2) se 
especifican mediante funciones de la forma 𝑨𝑨𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆(𝐱𝐱) ∙ 𝐱𝐱 ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆 como 
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� ≤ �00�. (4.11) 
Finalmente, las restricciones de desigualdad 𝒃𝒃𝒊𝒊𝒍𝒍𝒍𝒍 ≤ 𝐱𝐱 ≤ 𝒃𝒃𝒖𝒖𝒖𝒖 son usadas para imponer los 
intervalos de validez de las interpolaciones polinómicas de la Sección 4.2.3. Para los 












El criterio de parada consiste de dos tolerancias: FunctionTolerance, el límite inferior 
sobre el cambio en el valor de la función objetivo durante un paso, y StepTolerance, la 
tolerancia de finalización sobre el tamaño del paso. El algoritmo termina cuando alguna 
de las condiciones es alcanzada. Ambas tolerancias fueron especificadas con sus valores 
por defecto de 10−6. 
La optimización planteada en función de las clases de simetría es resuelta usando el 
algoritmo de búsqueda directa restringida sin derivadas patternsearch (PS) de la Matlab 
Global Optimization Toolbox. patternsearch calcula una secuencia de puntos que se 
aproximan al óptimo. En cada paso, el algoritmo busca un conjunto de puntos, llamado 
malla, alrededor del punto actual. La malla se forma sumando el punto actual a un múltiplo 
escalar de un conjunto de vectores llamado patrón. Si el algoritmo de búsqueda de 
patrones encuentra un punto en la malla que mejore la función objetivo en el punto actual, 
el nuevo punto se convierte en el punto actual en el próximo paso del algoritmo. 
El problema para el algoritmo PS es especificado usando el mismo esquema empleado 
para el SQP de la ecuación (4.7), pero con la función objetivo 𝑓𝑓(𝐱𝐱) = ℛ2(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) de 
la ecuación (4.4). Las restricciones sobre los micro parámetros geométricos asociadas a 
la factibilidad de las microestructuras, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  y los intervalos de validez para las 
interpolaciones polinómicas son los mismos que se definieron anteriormente para el 
algoritmo SQP. El criterio de parada involucra tolerancias para FunctionTolerance, la 
diferencia entre el valor de la función en el punto previo y el actual; MeshTolerance, el 
tamaño mínimo de la malla de búsqueda; y StepTolerance, la distancia mínima desde el 
punto previo al punto actual. Las tres tolerancias son especificadas con sus valores por 
defecto de 10−6. 
4.3.3 Verificación y puesta a punto del algoritmo 
Los procedimientos de optimización fueron verificados y puestos a punto mediante la 
evaluación de su efectividad para identificar microestructuras de la misma base de datos 
usada para el ajuste polinómico de la matriz de elasticidad (ver Sección 4.2.3). Con este 
objetivo, 100 microestructuras parametrizadas fueron aleatoriamente seleccionadas de la 
base de daos para ser utilizadas como microestructuras objetivo. Los problemas de 
optimización fueron resueltos con los métodos SQP y PS para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01 y 0.05. 
Debido a que el requerimiento termodinámico fue verificado solamente para 
combinaciones discretas (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) en la Sección 4.2.3, no hay garantía que todas las 
combinaciones posibles lo satisfagan. Por lo tanto, el requerimiento termodinámico para 
ℂ(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) fue verificado al final de cada procedimiento de optimización. 
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Pruebas preliminares mostraron que el desempeño de ambos algoritmos es sensible a 
los valores iniciales (semillas) de los micro parámetros geométricos. Por lo tanto, el 
procedimiento de optimización SQP fue repetido tantas veces como sea necesario hasta 
que la función objetivo alcance la condición ℛ1 < 0.001; las optimizaciones PS fueron 
realizadas cuatro veces para diferentes conjuntos de semillas aleatorias y se reportó el 
mejor resultado. 
La Tabla 4.5 reporta los valores medios de los residuos y los valores medios y desviación 
estándar de los errores relativos de los micro parámetros geométricos y las clases de 





















Por su parte, los errores para las clases de simetría son relativos a los valores medios de 
las 100 microestructuras objetivo. Esta estrategia evita la ocurrencia de errores grandes 
o infinitos para las microestructuras objetivo con clases de simetría nulas o casi nulas. 
























𝑚𝑚𝑒𝑒𝚥𝚥����� son los valores medios de las fracciones de las clases de 
simetría para las microestructuras objetivo. 
 
Método 𝑩𝑩𝑩𝑩 𝑻𝑻𝑩𝑩⁄ 𝒕𝒕𝒍𝒍𝒊𝒊 Residuo Error en los parámetros 
geométricos × 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟐𝟐 
Errores en las clases de 
simetría × 𝟏𝟏𝟎𝟎−𝟑𝟑 
   𝑡𝑡𝑐𝑐 𝑡𝑡ℎ 𝑡𝑡𝑣𝑣 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 
SQP 























































2 ± 31 -4.8 ± 
18.3 
































Tabla 4.5. Valores medios de los residuos y los errores para los micro parámetros geométricos y las 
clases de simetría. 
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La Tabla 4.5 muestra que el procedimiento de optimización SQP produce los mejores 
resultados para los micro parámetros geométricos. Los errores de SQP para los micro 
parámetros geométricos disminuyen con la relajación de la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖; los errores máximos 
están alrededor del 1%  para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0  y se reducen a menos del 0.1%  para 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 5%. Los errores máximos son para 𝑡𝑡𝑐𝑐 y 𝑡𝑡ℎ. Las desviaciones estándar son, en 
general, bajas. Los errores sobre las clases de simetría se comportan de manera 
prácticamente independiente de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖. El resultado para 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 es muy preciso, pero, en 
contraste, los errores y las desviaciones estándar para 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 y 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 son muy grandes. 
Los valores medios de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para las microestructuras óptimas son casi coincidentes 
con los valores objetivo, con un efecto muy bajo de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖; los valores medios de los 
errores relativos 
𝐼𝐼𝐵𝐵𝑉𝑉 𝑇𝑇𝑉𝑉⁄ =
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ − 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑇𝑇𝐵𝐵⁄ 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖
, (4.15) 
son 𝐼𝐼𝐵𝐵𝑉𝑉/𝑇𝑇𝑉𝑉��������� = 6 × 10−5 y −5 × 10−4 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01 y 0.05, respectivamente. 
La optimización PS produce resultados precisos para las clases de simetría, siendo los 
errores máximos correspondientes a 𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ; el error 𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  disminuye de 8%  a 3%  con el 
incremento de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 . Sin embargo, este no es el caso para todas las clases de 
simetría; notar que 𝐼𝐼ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒  y 𝐼𝐼𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡  presentan su mínimo para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01 . Las 
desviaciones estándar máximas son también para 𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, y se reducen desde el 50% al 17% 
con el incremento de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖. El error más grande en los micro parámetros geométricos 
es para 𝑡𝑡𝑐𝑐, el cual disminuye del 17% al 5% a medida que la tolerancia para la fracción de 
volumen es relajada de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0  a 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.05 . En contraste, los errores 
mínimos para 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣  y 𝑡𝑡𝑡𝑡  son para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0 , y se deterioran con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 ; en 
cualquiera de los caos, los errores máximos son de unos pocos porcientos. Las 
desviaciones estándar para los micro parámetros geométricos no son sensibles a 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 y toman valores desde 25% hasta 40%. Al igual que en el procedimiento de 
SQP, la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de las microestructuras óptimas toma valores cercanos a los valores 
objetivo, en estos casos 𝐼𝐼𝐵𝐵𝑉𝑉/𝑇𝑇𝑉𝑉��������� = 7 × 10−4  y −5 × 10−3  para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01  y 0.05 , 
respectivamente. 
En lo que respecta al desempeño computacional, el algoritmo SQP requirió, en promedio, 
1.4 intentos con diferentes semillas para alcanzar el objetivo ℛ1 < 0.001. Cada intento 
realizó en promedio de 32  iteraciones y 180  evaluaciones de la función objetivo. El 
desempeño del algoritmo SQP fue independiente de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖. Por su parte, el algoritmo 
PS realizo en promedio 3.7 iteraciones con 1720 evaluaciones de la función objetivo para 
cada conjunto de semillas. Debe notarse que, a pesar del mayor número de evaluaciones 
de la función objetivo, el método PS fue siempre más rápido que el SQP. Esto se debe a 
que, más allá de la mayor complejidad del algoritmo, el método de SQP utiliza el gradiente 
de la función de costo, el cual es alrededor de cinco veces más caro de evaluar que la 
función objetivo. 
Los resultados obtenidos muestran que los métodos SQP y PS son efectivos para 
encontrar muestras seleccionadas aleatoriamente de la base de datos de 
microestructuras parametrizadas. El método SQP produce resultados precisos en 
términos de los micro parámetros geométricos, pero pobres en lo que respecta a las 
clases de simetría. El método PS produce resultados precisos en términos de las clases 
de simetría, y, al mismo tiempo, muestra buenos resultados para los micro parámetros 
geométricos. Los dos métodos serán analizados en mayor profundidad a continuación, a 
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través de la búsqueda de las microestructuras parametrizadas que mejor reproduzcan la 
respuesta elástica de microestructuras naturales. 
4.4 APLICACIÓN A MUESTRAS TRABECULARES NATURALES 
4.4.1 Muestras humanas 
Los tensores elásticos de las 141 muestras óseas humanas fueron filtrados para obtener 
sus partes ortotrópicas. Para esto, se orientaron los mismos en el sistema cartesiano 
coordenado de simetría y se eliminaron las componentes 𝐶𝐶14, 𝐶𝐶15, 𝐶𝐶16, 𝐶𝐶24, 𝐶𝐶25, 𝐶𝐶26, 𝐶𝐶34, 
𝐶𝐶35, 𝐶𝐶36, 𝐶𝐶45, 𝐶𝐶46 y 𝐶𝐶56 de su forma matricial. Luego, se calcularon las descomposiciones 




𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1. Los datos resultantes 
fueron usados como valores objetivo para los procedimientos de optimización SQP y PS. 
Las optimizaciones fueron realizadas para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0, 0.01, 0.05 y 0.10. 
Los errores sobre las clases de simetría son evaluados en relación con los valores medios 

































Se encontró que ninguno de los dos algoritmos es sensible a la relajación de la restricción 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖, por lo que solo se analizan los resultados para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01. Así, los errores 
medios del método SQP para las 141 muestras son 𝐼𝐼𝑐𝑐𝚤𝚤𝑖𝑖𝑖𝑖
′������ = 0.23, 𝐼𝐼𝑐𝑐ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒
′������ = −0.50, 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡
′������ =
0.54 y 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖𝑜𝑜𝑡𝑡
′������ = 0.17, mientras que para el método PS son 𝐼𝐼𝑐𝑐𝚤𝚤𝑖𝑖𝑖𝑖
′������ = 0.07, 𝐼𝐼𝑐𝑐ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒
′������ = −0.09, 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡
′������ =
0.03 y 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖𝑜𝑜𝑡𝑡
′������ = −0.02. Se puede observar que, al igual que en la Sección 4.3.3, el método 
PS logró mejores resultados que el SQP. 
La Figura 4.8 presenta los resultados para el método PS en términos del error relativo 





Se puede observar que 𝐼𝐼‖ℂ‖����� y su dispersión disminuyen con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, desde 0.3 ≲ 𝐼𝐼‖ℂ‖ ≲ 4 
para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 < 0.10  hasta 0.2 ≲ 𝐼𝐼‖ℂ‖ ≲ 0.8  para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 > 0.32 . Al mismo tiempo, es 
interesante notar que, con unas pocas excepciones, 𝐼𝐼‖ℂ‖ > 0, lo que implica que las 
microestructuras parametrizadas optimizadas son, en general, más rígidas que las 
naturales objetivo. Podría argumentarse que las microestructuras parametrizadas hacen, 
en términos de rigidez, un uso más eficiente del material que las microestructuras 
naturales, siendo esta mayor eficiencia más notable para bajos 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 . Este 
comportamiento permite explicar el pobre desempeño de la optimización por SQP: debido 
a que las microestructuras parametrizadas son en general más rígidas que las 
microestructuras naturales para un dado 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, la función objetivo planteada en función 
de las matrices elásticas es difícil de minimizar. Por otro lado, el método PS, el cual es 
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planteado en función de las clases de simetría, no se ve afectado por la rigidez absoluta, 
y por lo tanto lleva a mejores resultados. Los resultados sobre 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 confirman esta 
observación: los valores medios del error en (4.15) son cercanos a cero para el método 
PS independientemente de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 (𝐼𝐼𝐵𝐵𝑉𝑉/𝑇𝑇𝑉𝑉��������� = −1 × 10−3, 5 × 10−3 y 2 × 10−2 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/
𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01, 0.05 y 0.10, respectivamente), mientras que para el SPQ la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de las 
microestructuras parametrizadas es casi siempre coincidente con el valor más bajo del 
rango de tolerancia. 
 
La solución del método PS puede ser mejorada para 𝐼𝐼‖ℂ‖  mediante una selección 
conveniente del módulo de Young del material de las microestructuras artificiales. Nótese 




𝐸𝐸 , el error para la norma de la matriz elástica 𝐼𝐼‖ℂ‖ = 0 . Claramente, este 
escalado de módulo de Young no afecta las simetrías elásticas. Este análisis fue realizado 
para las 141 muestras, encontrándose que el factor de escala promedio para el módulo 
de Young fue 𝐸𝐸′/𝐸𝐸������ = 0.55  con una desviación estándar 𝑆𝑆𝐷𝐷𝐹𝐹′/𝐹𝐹 = 0.20 . Los errores 
medios resultantes y las desviaciones estándar para los coeficientes elásticos son 






𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖 , (4.18) 
y relativos a la norma de la matriz elástica 
 
Figura 4.8. Optimización mediante PS de las muestras humanas: error en la matriz de elasticidad como 
función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  








Se puede observar que los coeficientes 𝐶𝐶12 , 𝐶𝐶13  y 𝐶𝐶11  tienen los máximos errores 
relativos, los que están en el rango entre 80%  a 210% ; sin embargo, cuando son 
evaluados relativos a �ℂ𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖�, los errores máximos no exceden el 10%. 
 
En el Apéndice A se presentan resultados adicionales del desempeño de los algoritmos 
SQP y PS. 
4.4.2 Muestras bovinas 
El método PS fue aplicado a la parte ortotrópica de las matrices de elasticidad de las cinco 
muestras bovinas descriptas en la Sección 4.1.1. La tolerancia para la fracción de 
volumen fue fijada en 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01. 
Las microestructuras optimizadas se muestran en la Figura 4.9 junto con sus muestras 
naturales objetivo correspondientes. Las matrices de elasticidad de las microestructuras 
parametrizadas se encuentran en el Apéndice B; sus parámetros geométricos y 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 
son reportados en la Tabla 4.7. La Tabla 4.8 y la Tabla 4.9 reportan los errores para las 
clases de simetría y los coeficientes elásticos, respectivamente. Los errores para las 
clases de simetría son calculados en relación a los rangos de las fracciones límite para 
las microestructuras bovinas de la Tabla 4.2 mediante la ecuación (4.16). 
La Tabla 4.8 muestra que, con la única excepción de la simetría tetragonal, los errores 
para las clases de simetría son muy bajos. Los altos errores relativos para la simetría 
tetragonal son ocasionados debido a su baja contribución relativa a la matriz de 
elasticidad (ver Figura 4.2). El peor desempeño es para la muestra #2, que tiene la 
particularidad de tener las fracciones de la clase isotrópica más baja y de la clase 
ortorrómbica más alta, 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 = 0.54  y 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 = 0.27 , respectivamente. Las fracciones de 
volumen de hueso de las microestructuras miméticas son coincidentes con aquellas de 
las muestras naturales (ver Tabla 4.1) hasta la segunda cifra significativa, lo cual es 
coherente con el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0.01 usado para los análisis. 
Los errores para los coeficientes elásticos mostrados en la Tabla 4.9 fueron calculados 
luego de escalar el módulo de Young para hacer 𝐼𝐼‖ℂ‖ = 0 . Los factores de escala 
resultantes están en el rango 0.41 < 𝐸𝐸′/𝐸𝐸 < 0.72 con un valor medio de 𝐸𝐸′/𝐸𝐸������ = 0.55, el 
que coincide con el obtenido para el análisis de las muestras humanas de la sección 
anterior. Se observa que, como ocurrió con las muestras humanas, 𝐶𝐶12 presenta el error 
medio máximo (alrededor del 9%); los errores extremos son de alrededor de 17% para 
los 𝐶𝐶11 y 𝐶𝐶22 de la Muestra #5. 
 Errores relativos para los coeficientes de la matriz elástica 
𝐶𝐶11 𝐶𝐶22 𝐶𝐶33 𝐶𝐶23 𝐶𝐶13 𝐶𝐶12 𝐶𝐶44 𝐶𝐶55 𝐶𝐶66 
𝒆𝒆𝒊𝒊𝒊𝒊𝑪𝑪  Media 0.80 -0.04 -0.24 0.34 0.86 2.15 -0.28 0.05 -0.21 
SD 1.06 0.34 0.26 0.66 0.83 1.49 0.38 0.54 0.81 
𝒆𝒆𝒊𝒊𝒊𝒊
‖𝑪𝑪‖ Media 0.10 -0.02 -0.11 0.01 0.04 0.08 -0.04 0.00 -0.01 
SD 0.13 0.08 0.14 0.03 0.03 0.03 0.04 0.03 0.04 
Tabla 4.6. Errores relativos para la matriz elástica obtenida por el método PS. 
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Se introdujo en este capítulo un procedimiento para diseñar microestructuras 
parametrizadas artificiales que reproducen el comportamiento elástico del hueso 
trabecular. El procedimiento optimiza los micro parámetros geométricos de la estructura 
celular de Kowalczyk41, para minimizar las diferencias entre las clases de simetría de los 
tensores elásticos de las microestructuras objetivo y artificial. 
Los análisis de las clases de simetría de datos experimentales de Kabel et al.108,109 y de 
las muestras procesadas como parte de esta tesis muestran que las simetrías elásticas 
del hueso trabecular pueden ser relacionadas a la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. La clase de simetría isotrópica 
constituye la fracción principal del tensor elástico; la misma se incrementa linealmente 
con la fracción de volumen sólida de la muestra, desde alrededor del 50% para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 =
0.05 hasta el 70% para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.35. La suma de las clases isotrópica y hexagonal es 
constante, representado alrededor del 82% del tensor elástico sobre todo el rango de 
Muestra Micro parámetros geométricos 𝑩𝑩𝑩𝑩 𝑻𝑻𝑩𝑩⁄  
 𝑡𝑡𝑐𝑐 𝑡𝑡ℎ 𝑡𝑡𝑣𝑣 𝑡𝑡𝑡𝑡 
1 0.080 0.674 0.949 0.763 0.25 
2 0.187 0.229 0.931 0.600 0.38 
3 0.217 0.217 0.521 0.890 0.30 
4 0.080 0.391 0.718 0.727 0.20 
5 0.100 0.476 0.497 1.256 0.21 
Tabla 4.7. Micro parámetros geométricos y 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de las muestras bovinas miméticas. 
 






1 0.002 0.011 -0.076 0.018 
2 0.024 0.166 0.332 -0.696 
3 0.001 0.006 -0.049 0.013 
4 -0.002 -0.010 0.074 -0.019 
5 -0.001 -0.006 0.039 -0.004 
Tabla 4.8. Errores para las clases de simetría de las muestras bovinas miméticas. 
 
Muestra Errores relativos en los coeficientes de la matriz de elasticidad 
𝐶𝐶11 𝐶𝐶22 𝐶𝐶33 𝐶𝐶23 𝐶𝐶13 𝐶𝐶12 𝐶𝐶44 𝐶𝐶55 𝐶𝐶66 
1 0.034 0.016 -0.008 -0.039 -0.047 0.118 -0.028 -0.082 -0.032 
2 0.060 -0.016 -0.018 0.007 0.012 0.065 -0.007 0.015 -0.072 
3 -0.004 0.041 -0.035 0.005 0.003 0.048 -0.016 0.009 -0.054 
4 0.020 0.034 -0.048 0.029 0.014 0.087 -0.023 -0.001 -0.092 
5 0.167 -0.168 -0.039 -0.101 0.047 0.143 -0.062 0.003 -0.009 
Tabla 4.9. Errores relativos en la matriz de elasticidad de las muestras bovinas miméticas. 
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𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. La simetría ortotrópica, dada por la suma de las clases isotrópica, hexagonal, 
tetragonal y ortorrómbica, representa alrededor del 93%  del tensor elástico, 
independientemente de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
La microestructura artificial parametrizada es ortotrópica por diseño. En este trabajo se 
muestra su capacidad para combinar las clases simétricas isotrópica, hexagonal, 
tetragonal y ortorrómbica en las proporciones presentes en el hueso trabecular. Se 
proveen expresiones analíticas para la matriz elástica en función de los parámetros 
geométricos microestructurales. En el Capítulo 6 estas expresiones serán integradas en 
metodologías de optimización multiescala. 
Se propusieron dos métodos de optimización para encontrar la microestructura 
parametrizada que mejor reproduzca la respuesta elástica de una muestra ósea natural 
objetivo: un algoritmo de Programación Cuadrática Secuencial (SQP) para minimizar la 
diferencia entre las matrices elásticas, y un algoritmo de Búsqueda de Patrones (PS) para 
minimizar la diferencia entre las descomposiciones en las clases de simetría. Ambas 
estrategias usan los micro parámetros geométricos como variables de diseño, las 
interpolaciones polinómicas para evaluar la matriz elástica de la microestructura 
parametrizada, y la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 como restricción. Se encontró que el método PS produce los 
mejores resultados. El análisis de 146 muestras óseas trabeculares naturales resultó en 
microestructuras miméticas cuyas descomposiciones en clases de simetría difieren en 
promedio 6% respecto a los valores objetivo. 
Los resultados para el error en la matriz elástica permiten observar que las 
microestructuras optimizadas son en general más rígidas que sus contrapartes naturales; 
este comportamiento es más evidente para bajos 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. Esta desviación puede ser 
compensada mediante el escalado del módulo de Young del material de las 
microestructuras optimizadas, tal que la norma de la diferencia entre las matrices elásticas 
de la microestructura objetivo y la optimizada sea nulo. Claramente, el escalado del 
módulo de Young no afecta las simetrías elásticas. El valor medio para el factor de 
escalado fue igual a 0.55, es decir, el material de la microestructura parametrizada debería 
tener, en promedio, la mitad de la rigidez del tejido óseo trabecular. Luego del escalado, 
los errores promedio entre los coeficientes individuales de la matriz elástica objetivo y 
optimizada no exceden el 10% relativos a la norma de la matriz. 
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 ANÁLISIS POR 
ULTRASONIDO 
En las últimas décadas, las tecnologías de ultrasonido cuantitativo (QUS) han sido 
introducidas para medir in vivo el estado del esqueleto empleando mediciones de 
parámetros de ultrasonido en diferentes sitios, tales como el calcáneo22, las falanges23, el 
radio24,25, la tibia26, y el fémur proximal27. Las técnicas más ampliamente difundidas miden 
las características de una onda de ultrasonido transmitida a través del calcáneo, tales 
como la atenuación ultrasónica de banda ancha (BUA) y la velocidad del sonido (SOS). 
Estos parámetros de QUS son ahora factores clínicos predictivos bien establecidos del 
riesgo de fractura para la predicción de la osteoporosis. Muchas otras patologías pueden 
también beneficiarse de las mediciones por ultrasonido. 
En este capítulo se aplicará el QUS para caracterizar las trabéculas artificiales 
introducidas en el capítulo anterior, y de esta manera, evaluar su capacidad de reproducir 
el comportamiento del hueso natural. Para esto se utilizará un conjunto de muestras 
naturales y se obtendrán sus correspondientes artificiales miméticas. La caracterización 
ultrasónica de las muestras se realizará mediante el modelado de ensayos de transmisión 
con el programa de diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) SimSonic. 
5.1 FUNDAMENTOS DE ULTRASONIDO 
Análogamente a luz visible y ultravioleta, los términos sonido y ultrasonido son usados 
para describir la propagación de una perturbación mecánica en diferentes rangos de 
frecuencia. Ultrasonido corresponde a una onda mecánica propagando en frecuencias 
sobre el rango de audición humana (convencionalmente 20kHz). Las ondas de sonido y 
5 
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ultrasonido propagan en fluidos (gases y líquidos) y sólidos provocando pequeños 
movimientos de las partículas del medio alrededor de su posición de equilibrio. Estas 
perturbaciones inducen un desplazamiento de las partículas que se transmite paso a paso 
a otras partes del medio. La propagación de la onda depende de las propiedades elásticas 
intrínsecas del medio, así como también de su densidad. 
Los fluidos perfectos (no viscosos) soportan solamente ondas de compresión, las cuales 
son caracterizadas por cambios de densidad del medio en la dirección longitudinal o de 
propagación de la onda. Las ondas de compresión elásticas pueden también propagar en 
sólidos. Sin embargo, a diferencia de los fluidos, una deformación de corte producida en 
algún punto puede ser transmitida a capas adyacentes por la fuerte unión entre las 
partículas. Este mecanismo genera ondas transversales, también llamadas ondas de 
corte, para las cuales, en el caso de sólidos isotrópicos, el movimiento de la partícula es 
perpendicular a la dirección de propagación. 
Los tejidos biológicos blandos son sólidos viscosos, donde tanto las ondas de compresión 
como las de corte pueden propagar. Sin embargo, en tejidos blandos las ondas de corte 
son despreciadas debido a que estas son altamente atenuadas a frecuencias 
ultrasónicas. No obstante, en tejidos duros como el hueso, tanto las ondas de compresión 
como las de corte deben ser consideradas183. 
5.1.1 Variables características 
Las variables características que describen la propagación de una onda monocromática 





= 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ∙ 𝑇𝑇, (5.1) 
Los dispositivos de diagnóstico por ultrasonido típicos emplean frecuencias en el rango 
2 − 15 𝑀𝑀𝐻𝐻𝐼𝐼 . Sin embargo, debido a que la atenuación ultrasónica depende de la 
frecuencia y a que el hueso presenta altos valores de atenuación, los dispositivos clínicos 
para huesos usan frecuencias en el rango de 250 𝑘𝑘𝐻𝐻𝐼𝐼 a 1.25 𝑀𝑀𝐻𝐻𝐼𝐼. 
En el hueso cortical una velocidad de sonido típica de 4000 𝑚𝑚 ∙ 𝑐𝑐−1 resulta en una longitud 
de onda de 16 𝑚𝑚𝑚𝑚  a 250 𝑘𝑘𝐻𝐻𝐼𝐼  y de 4𝑚𝑚𝑚𝑚  a 1.0 𝑀𝑀𝐻𝐻𝐼𝐼 . Un valor representativo de la 
velocidad del sonido en el hueso trabecular es 1500 𝑚𝑚 ∙ 𝑐𝑐−1, lo que resulta en una longitud 
de onda de 3.1 𝑚𝑚𝑚𝑚 a 500 𝑘𝑘𝐻𝐻𝐼𝐼183. 
5.1.2 Velocidad del sonido 
Se pueden distinguir dos velocidades del sonido fundamentalmente distintas. Por un lado, 
está la velocidad de fase, que corresponde a la velocidad de propagación de una única 
componente de la frecuencia de la onda periódica. Un determinado medio de propagación 
se dice que es dispersivo si la velocidad de fase es función de la frecuencia o la longitud 
de onda, que es el caso de todos los medios atenuantes. Esto quiere decir que las 
diferentes frecuencias contenidas en la señal no propagan a velocidad constante, lo que 
deriva de los principios de linealidad y causalidad184. La segunda velocidad a considerar 
es la velocidad de grupo, la que corresponde a la velocidad con la que la energía o la 
información es transmitida en la dirección de propagación. En el caso de un medio 
dispersivo, la velocidad de grupo puede diferir de la velocidad de fase. Es importante tener 
en cuenta la dispersión de la velocidad ya que puede afectar la precisión de las 
mediciones de la velocidad del sonido185–188. 
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5.1.3 Tensión 
Cualquier tensión aplicada a un sólido puede ser expresada como una combinación de 
tensiones de compresión pura y corte puro. Si el sólido es anisotrópico la combinación de 
tensiones de compresión y corte puede ser descripta en términos del tensor de tensiones. 
En contraste, un fluido solamente soporta una tensión de compresión pura, que es 
llamada presión. Una onda de compresión propagando en un fluido o en un sólido 
isotrópico produce compresiones y expansiones, las que resultan en cambios de presión. 
El valor instantáneo de la presión total menos la presión ambiente es llamado presión 
acústica o simplemente presión del sonido. 
Vamos a asumir en este trabajo que la tensión puede ser expresada de forma 
unidimensional y que, por lo tanto, las ondas son puramente longitudinales o puramente 
transversales. Esta estrategia permite una descripción más simple del fenómeno de 
propagación. La descripción adoptada para el medio isotrópico puede ser modificada para 
tener en cuenta la anisotropía del hueso. 
5.1.4 Impedancia acústica 
Durante la propagación de una onda acústica en un fluido, las partículas del medio son 
sometidas a desplazamientos alrededor de sus posiciones de equilibrio. La velocidad de 
estos desplazamientos es llamada velocidad acústica de la partícula y denotada por 𝑣𝑣. 
Por lo tanto, la velocidad de la partícula es la velocidad de su movimiento como 
consecuencia de la onda de sonido. Para ondas planas en un medio sin pérdidas (medio 
no atenuante), la presión del sonido 𝑝𝑝 y la velocidad de la partícula 𝑣𝑣 están relacionadas 
por: 
𝑝𝑝 = 𝜌𝜌 ∙ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ∙ 𝑣𝑣 = 𝑍𝑍𝑣𝑣, (5.2) 
donde 𝜌𝜌  es la densidad del medio en reposo, y 𝑍𝑍 = 𝜌𝜌 ∙ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  es llamada impedancia 
acústica especifica. 
5.1.5 Intensidad acústica 
La energía transportada en una onda ultrasónica es usualmente caracterizada por una 
intensidad acústica 𝐼𝐼 definida como la energía transmitida por unidad de tiempo en la 
dirección normal al área considerada. En el campo de la medicina, la intensidad es medida 
en 𝑊𝑊 ∙ 𝑐𝑐𝑚𝑚−2. 
5.1.6 Velocidad del sonido en un medio homogéneo 
En un régimen de propagación lineal (pequeñas perturbaciones o baja amplitud de onda) 
la velocidad del sonido es una característica del medio. Es independiente de la amplitud 
de la onda y puede ser determinada a partir del material y las propiedades geométricas 
del medio. Para tomar en cuenta las diferencias de la 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 en cada tipo de onda, se 
introducen el concepto generalizado de un módulo elástico efectivo 𝑀𝑀𝑡𝑡 y una densidad 
efectiva 𝜌𝜌𝑡𝑡189. El módulo elástico efectivo está relacionado a las características elásticas 
y geométricas del medio, y determina la rigidez respecto a un dado tipo de onda. La 
densidad efectiva está relacionada a la inercia del medio de propagación. Siguiendo este 
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5.2 PROPAGACIÓN ULTRASÓNICA EN HUESOS 
Debido a su heterogeneidad y anisotropía, la propagación ultrasónica a través del hueso 
trabecular presenta ciertas particularidades. Tanto las propiedades mecánicas como la 
configuración estructural del hueso influencian las características de la onda. El análisis 
experimental de la propagación de ondas ultrasónicas en el hueso trabecular, permite 
identificar dos modos de ondas que propagan en la dirección paralela a la alineación de 
la red trabecular190: las ondas rápida y lenta que corresponden a los movimientos en fase 
y fuera de fase entre el fluido y el sólido, respectivamente. A medida que el ángulo entre 
la onda ultrasónica y la orientación de la red trabecular se incrementa la amplitud de la 
onda lenta disminuye190. Por lo tanto, para ángulos altos, la amplitud de la onda lenta es 
muy pequeña para ser detectada190. Este fenómeno fue medido in vitro (Figura 5.1) en 
muestras de hueso trabecular bovinas190–196 y humanas196–201 obtenidas de diferentes 
sitios anatómicos (cuello femoral, cabeza femoral, epífisis distal del fémur, extremos 
proximales de la tibia). 
 
La influencia de la anisotropía en las condiciones de observación de las ondas de 
compresión fue confirmada por Haiat et al.202 usando simulaciones tridimensionales de 
diferencias finitas en el dominio del tiempo para una dirección de propagación 
perpendicular a la orientación principal de las trabéculas y podría ser separada cuando 
estas dos direcciones son paralelas, para muestras con un alto grado de anisotropía. 
La densidad puede también jugar un papel fundamental en la condición de observación 
de las dos ondas ya que tiene influencia sobre sus amplitudes relativas. Este 
comportamiento fue confirmado experimentalmente por Mizuno et al.201. 
Se demostró también que los modelos numéricos basados en el modelo de Biot pueden 
predecir la velocidad del sonido de las dos ondas presentado una buena correlación con 
los resultados experimentales203. Estos modelos muestran que la porosidad, la 
permeabilidad y la tortuosidad198,204 afectan el mecanismo de propagación de las ondas 
ultrasónicas in vitro. 
 
Figura 5.1. Onda rápida y onda lenta detectadas en un ensayo de transmisión sobre una muestra de 
hueso trabecular. 
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5.3 CARACTERIZACIÓN DEL HUESO TRABECULAR MEDIANTE ULTRASONIDO 
Las técnicas de caracterización ultrasónica del hueso pueden agruparse en dos 
categorías según la disposición de los transductores. Las técnicas de transmisión 
transversal utilizan un emisor y un receptor colocados en lados opuestos de la muestra 
para estimar la SOS y la BUA. Estas mediciones pueden realizarse in vivo (Figura 5.2(a)) 
o in vitro (Figura 5.2(b)). El otro grupo de técnicas utiliza ondas reflejadas, y por lo tanto 
el transmisor y el receptor son situados sobre el mismo lado de la muestra (Figura 5.3). 
Esta configuración es generalmente utilizada para realizar mediciones sobre la capa 
cortical en la diáfisis de huesos largos. 
 
 
Figura 5.2. Principios de transmisión transversal. (a) ensayo realizado in vivo y (b) in vitro; (c) y (d) 
principio de substitución, ejemplo de señales de radiofrecuencia medidas en agua (línea solida) y a 
través del talón (línea punteada); (e) espectro de frecuencia de la señal de referencia (línea solida) y de 
la señal transmitida a través del talón (línea punteada); (f) atenuación dependiente de la frecuencia. 
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Este trabajo se concentra en la caracterización del hueso trabecular mediante ensayos 
de transmisión transversal in vitro. La técnica asume respuestas lineales tanto para el 
hueso como del sistema de medición y emplea el esquema de sustitución de la Figura 
5.2(c), que involucra mediciones en un medio de referencia (típicamente agua) y para el 
sistema agua-muestra-agua. El espectro de frecuencias (Figura 5.2(e)) de la onda que 
propago a través del agua es dado por: 
𝐴𝐴𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟(𝑓𝑓) = 𝐴𝐴0(𝑓𝑓)𝑈𝑈𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟(𝑓𝑓), (5.4) 
donde 𝐴𝐴0(𝑓𝑓) es la función de transferencia que describe el espectro de frecuencias de la 
señal de entrada y las funciones de transferencia de los transductores de transmisión y 
recepción y de los dispositivos, y 
𝑈𝑈𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟(𝑓𝑓) = 𝐴𝐴𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟(𝑓𝑓)𝐼𝐼
−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑜𝑜𝑒𝑒𝑟𝑟 .  
es la función de transferencia que caracteriza la propagación del pulso ultrasónico en el 
material de referencia. 𝐴𝐴𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟(𝑓𝑓) es la función de transferencia del efecto de difracción, 𝐿𝐿 
es la distancia entre el transmisor y el receptor y el término exponencial describe la 
propagación de una onda plana armónica de longitud de onda 𝜆𝜆𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟205–207. Por lo tanto, la 
propagación depende de la frecuencia, las propiedades acústicas del medio y las 
propiedades geométricas de los transductores. 
Luego de la medición inicial del medio de referencia, se realiza una segunda medición 
que incluye al hueso, es decir, la onda de ultrasonido propaga a través de un camino de 
 
Figura 5.3. Transmisión axial en el antebrazo. (a) sonda ultrasónica para mediciones de transmisión 
axial bidireccional. En la esquina superior se muestra la cara frontal de la sonda, la cual presenta dos 
zonas de emisión colocadas en las extremidades de la sonda y una zona de recepción en el centro; (b) 
ensayo in vitro usando la técnica de substitución; (c) principio de transmisión axial y adquisición de 
señal; (d) señal típica adquirida sobre el radio in vivo. 
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agua-hueso-agua (ver Figura 5.2(c)). Para este caso, el espectro de frecuencias de la 
onda recibida esta dado por: 
𝐴𝐴(𝑓𝑓) = 𝐴𝐴0(𝑓𝑓)𝑇𝑇(𝑓𝑓)𝑈𝑈(𝑓𝑓), (5.5) 
donde 𝑇𝑇(𝑓𝑓)  es el producto del coeficiente de transmisión por las interfaces entre el 
material de referencia y el hueso y 
𝑈𝑈(𝑓𝑓) = 𝐴𝐴𝑑𝑑(𝑓𝑓)𝐼𝐼
−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟�𝐿𝐿−𝑖𝑖𝑐𝑐𝑜𝑜𝑒𝑒𝑟𝑟
+ 𝑖𝑖𝑐𝑐(𝑟𝑟)�𝐼𝐼−𝛼𝛼(𝑟𝑟)𝑖𝑖 .  
es la función de transferencia que caracteriza la propagación del pulso ultrasónico en el 
sistema agua-hueso-agua, donde 𝐴𝐴𝑑𝑑(𝑓𝑓)  es la función de transferencia del efecto de 
difracción y el primer término exponencial describe la propagación de una onda armónica 
plana, siendo 𝑐𝑐(𝑓𝑓)  el coeficiente de atenuación dependiente de la frecuencia de la 
muestra. El término 𝐼𝐼−𝛼𝛼(𝑟𝑟)𝑖𝑖  representa la atenuación de la parte del esqueleto (o la 
muestra) de espesor 𝑙𝑙 que reemplaza un espesor equivalente de material de referencia. 
5.3.1 Cálculo de la BUA 
El BUA es un indicador que se utiliza para medir la perdida de señal y se determina a 





donde |𝑥𝑥| representa el módulo de un número complejo 𝑥𝑥. Empleando las ecuaciones 
(5.4) y (5.5), la (5.6) puede ser reescrita como sigue: 




− ln|𝑇𝑇(𝑓𝑓)|, (5.7) 
En el rango de frecuencia usado para hacer mediciones en el hueso trabecular, la 
atenuación ultrasónica varia cuasi linealmente con la frecuencia (Figura 5.2(f)). De esta 
manera, la BUA se calcula como la pendiente de la regresión lineal para 𝛼𝛼�(𝑓𝑓)𝑙𝑙 en un 
determinado rango de frecuencia. 
5.3.2 Cálculo de la SOS 
La SOS se asume independiente de la frecuencia y se calcula como la diferencia de las 
mediciones de tiempo de vuelo (TOF) de los dos ensayos de la Figura 5.2(c), los que 













para el material de referencia y para el sistema agua-hueso-agua, respectivamente. La 
diferencia entre la (5.8) y la (5.9) es 
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Se pueden adoptar distintos criterios para estimar el TOF a partir del registro de la 
evolución temporal de la intensidad de la señal como, por ejemplo, el tiempo de llegada, 
el tiempo del primer cruce por cero, o un umbral fijo sobre el frente de onda de la señal 
eléctrica recibida, ver Figura 5.4. 
 
5.4 MODELADO COMPUTACIONAL DE LOS ENSAYOS DE QUS 
De forma similar a la homogenización de las propiedades elásticas en el Capítulo 3, la 
información de imágenes tomográficas de alta resolución puede combinarse con técnicas 
computacionales de alto desempeño para simular ensayos de QUS de muestras de hueso 
trabecular natural y artificial. El ensayo de transmisión in vitro la Figura 5.2(b) se idealiza 
según el esquema de la Figura 5.5(a). El modelo se resuelve mediante el software de 
FDTD SimSonic desarrollado por Bossy et al.208. En el Apéndice C se presenta una breve 
descripción de su formulación. El modelo consta de tres zonas: una zona central donde 
se coloca el modelo discretizado de la muestra y dos zonas laterales con agua ubicadas 
en los extremos de la dirección de propagación de la onda. Estas zonas sirven para 
acoplar la muestra con el emisor y el receptor. 
La estrategia de modelado sigue la publicación de Haïat et al.202 y una parte sustancial 
del trabajo se desarrolló bajo la supervisión del Dr. Haïat durante una estadía en el 
Laboratorio de Análisis y Simulación Multiescala (MSME) de la Universidad de Paris Este 
en el marco del proyecto de colaboración CONICET-CNRS “Modeling and Simulation in 
Multidisciplinary Engineering”. 
Las muestras analizadas son las que se detallan en la Sección 5.5. Los modelos se 
construyen a partir de las ROI de las muestras, cuyas dimensiones se dan en la Tabla 
5.2. En el caso de las muestras naturales se utilizan dos ROI en la dirección de 
propagación, mientras que para las muestras artificiales se colocan tantas ROI como sean 
 
Figura 5.4. Diferentes criterios empleados para medir el tiempo de vuelo: (1) primera desviación 
aparente de la línea de base, (2) umbral fijo, (3) primer cruce por cero, (4) máximo. 
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necesarias para que la onda quede contenida dentro del modelo. El espesor de la capa 
de agua es de 0.3 𝑚𝑚𝑚𝑚. 
 
Los parámetros de la simulación y condiciones de contorno se especifican como sigue: 
Discretización espacial y temporal 
Grid Step: Es el valor del paso espacial ℎ, expresado en 𝑚𝑚𝑚𝑚. El paso normalmente 
empleado en simulaciones sobre hueso trabecular es de 0.03 𝑚𝑚𝑚𝑚100,202,209,210. En este 
trabajo se decidió utilizar un paso de 0.02 𝑚𝑚𝑚𝑚 con el objetivo de tener mayor precisión en 
los resultados.  Para las muestras artificiales se seleccionó un paso de 0.01 𝑚𝑚𝑚𝑚, de 
acuerdo al criterio que se describe en el Apéndice E. Con estos tamaños de discretización 
resultaron modelos de entre 𝑚𝑚1 × 𝑚𝑚2 × 𝑚𝑚3 = 52 × 1022 × 77  y 1083 × 309 × 292 
elementos para las muestras artificiales y de entre 𝑚𝑚1 × 𝑚𝑚2 × 𝑚𝑚3 = 169 × 135 × 722  y 
399 × 256 × 636 elementos para las muestras naturales. 
Time Step: Es el valor del paso temporal ∆𝑡𝑡, determinado mediante la ecuación: 




Simulation Length: Es la duración de la propagación simulada, expresada en 𝜇𝜇𝑐𝑐. Este 
valor depende de cada modelo. 
Geometría de la muestra y propiedades del material 
La geometría del modelo se define en un archivo que contiene 𝑚𝑚1 × 𝑚𝑚2 ×𝑚𝑚3  valores 
enteros, que indican el material del elemento. Estos arreglos se construyen a partir de las 
micro-TC de forma análoga a los modelos de FFT. Para cada material se indica la 
densidad y las 9 componentes significativas de la matriz elástica. Las propiedades 
utilizadas se reportan en la Tabla 5.1, las cuales fueron provistas por el Laboratorio de 
 
Figura 5.5. (a) Modelo de propagación de ultrasonido realizado con el software SimSonic. (b) Señal de 
entrada utilizada en el emisor. 
Material Densidad 𝑪𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏, 𝑪𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐, 𝑪𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑 𝑪𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐, 𝑪𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑, 𝑪𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏 𝑪𝑪𝟒𝟒𝟒𝟒, 𝑪𝑪𝟓𝟓𝟓𝟓, 𝑪𝑪𝟔𝟔𝟔𝟔 
Tejido trabecular 1.85 29.60 17.61 5.99 
Agua 1.00 2.25 2.25 0 
Tabla 5.1. Propiedades del tejido trabecular y la médula ósea empleados para los modelos de 
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Análisis y Simulación Multiescala (MSME) de la Universidad de Paris Este. La fase hueca 
de las microestructuras se considera completamente ocupada por agua. 
Condiciones de contorno 
Las condiciones de contorno se definen como se muestra en la Figura 5.5(a). En la 
dirección de propagación de la onda se colocan capas PML que evitan la reflexión de 
cualquier onda incidente. El resto de las fronteras se definen como “espejos simétricos”, 
que modelan un problema infinito en las direcciones perpendiculares a la de propagación 
de la onda. 
Para especificar las PML se dan su espesor y eficiencia. 
PML Thickness (0.3 𝑚𝑚𝑚𝑚): Es la dimensión de la capa en la dirección normal a la 
frontera, expresada en 𝑚𝑚𝑚𝑚. 
PML Efficiency (80 𝑑𝑑𝐵𝐵): Es la eficiencia requerida de la capa, expresada en 𝑑𝑑𝐵𝐵. Un 
valor de 80 𝑑𝑑𝐵𝐵 implica que la onda reflejada por la capa debe ser 80 𝑑𝑑𝐵𝐵 menor que la 
amplitud de la onda incidente, en el caso de incidencia normal. 
Emisor 
El emisor se modela mediante un arreglo plano de fuentes colocadas sobre la cara externa 
de la zona de agua. En este trabajo se definieron tres arreglos iguales de emisores, 
correspondientes a 𝜎𝜎11, 𝜎𝜎22 y 𝜎𝜎33, para obtener una onda de compresión. Cada uno de 
ellos emite una señal de 1 𝑀𝑀𝐻𝐻𝐼𝐼100,202,209 como la mostrada en la Figura 5.5(b) distribuida 
uniformemente sobre la cara transversal a la dirección de propagación de la muestra. 
Receptor 
Así como las fuentes, los receptores se disponen en arreglos con una geometría plana. 
En este trabajo se definieron seis arreglos de receptores, correspondientes a 𝜎𝜎11, 𝜎𝜎22, 𝜎𝜎33, 
𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 y 𝑣𝑣3. 
5.5 MUESTRAS 
5.5.1 Muestras naturales 
Se estudiaron 23 muestras de hueso femoral bovino, que fueron provistas por el 
Laboratorio de Análisis y Simulación Multiescala (MSME) de la Universidad de Paris Este. 
Las muestras fueron escaneadas usando micro-TC con una resolución de 17.7 𝜇𝜇𝑚𝑚. Los 
datos geométricos de las muestras obtenidos mediante el software BoneJ70 se muestran 
en Tabla 5.2. La homogenización del comportamiento elástico de las muestras fue 
realizada según el procedimiento del Capítulo 3, con las propiedades del hueso trabecular 
de la Tabla 5.1. La Tabla 5.3 muestra la descomposición del tensor de rigidez de cada 
muestra en sus componentes simétricas y sus correspondientes porcentajes de 
ortotropía. Los rangos observados para cada una de las fracciones de las clases de 
simetría están dentro de lo obtenido para las muestras humanas de Kabel te al.108,109 
exploradas en el capítulo anterior. 
La comparación de la respuesta ultrasónica de las muestras naturales y artificiales se 
realizará para las direcciones de ortotropía. Para esto, las imágenes de las muestras 
naturales fueron rotadas tal que las direcciones de propagación de la onda ultrasónica 
(ver Figura 5.5(a)) coincidan con las direcciones principales de ortotropía. El 
procedimiento para rotar las imágenes se describe en el Apéndice D. 
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5.5.2 Muestras artificiales 
Con el objetivo de obtener las microestructuras artificiales que mimeticen el 
comportamiento mecánico de las muestras naturales disponibles se utilizó el 
procedimiento mostrado en la Sección 4.3 del capítulo anterior. En la Tabla 5.3 se muestra 
el valor final de la función objetivo ℛ𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖 y las descomposiciones en las clases de simetría 
para las muestras artificiales obtenidas. Se puede ver que para 20  de las 23  de las 
muestras se alcanzó un valor ℛ𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖 < 0.01. También se muestran en la Tabla 5.3 los 
errores sobre las clases de simetría determinados según la ecuación (4.14); los errores 
promedio son 𝐼𝐼𝐶𝐶𝚤𝚤𝑖𝑖𝑖𝑖������ = 0.06, 𝐼𝐼𝐶𝐶ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒������ = 0.04, 𝐼𝐼𝐶𝐶𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡������ = 0.26 y 𝐼𝐼𝐶𝐶𝑖𝑖𝑜𝑜𝑡𝑡������ = 0.04. Al igual que en las 
muestras analizadas en el capítulo anterior, se determinó el factor de escala para el 
módulo de elasticidad 𝐸𝐸′/𝐸𝐸 para obtener 𝐼𝐼‖ℂ‖ = 0, el cual se reporta en la Tabla 5.3. El 
factor de escala promedio para el módulo de Young fue 𝐸𝐸′/𝐸𝐸������ = 0.58 (valor similar al de 
las muestras en la Sección 4.4), siendo su mínimo 𝐸𝐸′/𝐸𝐸 = 0.22 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.03 y su 
máximo 𝐸𝐸′/𝐸𝐸 = 0.86 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.39. 
Muestra ROI [𝒎𝒎𝒎𝒎] 𝑩𝑩𝑩𝑩/𝑻𝑻𝑩𝑩 𝒕𝒕[𝝁𝝁𝒎𝒎] 𝒔𝒔[𝝁𝝁𝒎𝒎] 𝒕𝒕/(𝒕𝒕 + 𝒔𝒔) 
1 9.4×9.2×7.5 0.13 128 715 0.15 
2 9.2×9.9×10.2 0.13 137 801 0.15 
3 9.8×9.8×8.6 0.19 151 609 0.20 
4 8.2×9.8×5.8 0.20 198 800 0.20 
5 8.5×9.6×9.4 0.20 220 885 0.20 
6 9.4×8.4×8.6 0.20 180 757 0.19 
7 9.7×8.0×7.6 0.20 178 671 0.21 
8 9.0×9.9×9.5 0.21 145 573 0.20 
9 10.1×9.8×9.8 0.22 166 581 0.22 
10 9.9×10.1×7.7 0.22 134 588 0.19 
11 9.9×9.5×8.9 0.23 238 838 0.22 
12 9.8×9.8×7.6 0.23 155 622 0.20 
13 9.6×9.7×7.8 0.25 157 491 0.24 
14 8.7×9.0×8.3 0.27 160 457 0.26 
15 7.8×12.2×10.4 0.30 180 621 0.22 
16 8.3×9.4×9.8 0.30 222 613 0.27 
17 9.4×9.4×7.9 0.32 145 377 0.28 
18 10.2×8.9×7.6 0.38 241 471 0.34 
19 9.9×9.3×7.3 0.39 267 589 0.31 
20 9.4×9.9×8.9 0.42 192 389 0.33 
21 10.0×10.0×8.5 0.42 252 500 0.33 
22 10.0×9.9×7.7 0.44 274 525 0.34 
23 9.8×8.7×9.5 0.45 266 459 0.37 
Tabla 5.2. Caracterización geométrica de las muestras naturales. 
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El análisis ultrasónico de las muestras artificiales requiere que estas sean “construidas” 
con dimensiones físicas coherentes con las muestras naturales. El criterio propuesto en 
este trabajo es dar a las muestras artificiales dimensiones tal que su espaciado 
intertrabecular sea el mismo que el de las muestras naturales. El espaciado 
intertrabecular de las muestras artificiales fue determinado con el BoneJ al igual que para 
las muestras naturales. 
El ensayo de propagación ultrasónica fue modelado para las tres direcciones principales 
de ortotropía de las 23 muestras naturales y sus correspondientes artificiales, lo que 
representa un total de 276 simulaciones. Para estas simulaciones se utilizó el clúster 
TUPAC perteneciente a CSC-CONICET, que cuenta con 64 nodos Dell PowerEdge 
C6145 equipados con cuatro procesadores AMD Opteron 6276s y 128GB de RAM. El 
tiempo de cómputo promedio por simulación fue de 3 horas para las muestras naturales 
y de 2 horas para las artificiales. 
5.6 RESULTADOS 
En las Figura 5.6 y Figura 5.7 se pueden ver las mediciones de los receptores de tensión 
y velocidad cuando la onda de ultrasonido atraviesa el medio de referencia y cuando 
 
Figura 5.6. Señales de referencia para la muestra natural 1. 
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atraviesa la muestra natural 1, respectivamente, para la dirección de máxima rigidez. 
Debido a que las muestras restantes presentan comportamientos similares, solo se 
presentan las mediciones para la muestra 1. En todos los casos la amplitud fue 
normalizada empleando el valor pico de la señal de entrada de la Figura 5.5(b). En estas 
imágenes es posible observar que la onda que atravesó el medio de referencia no resulto 
atenuada, mientras que cuando atravesó la muestra se vio fuertemente atenuada. En las 
Figura 5.8 y Figura 5.9 se observan las mediciones análogas para la muestra artificial 1. 
Como se esperaba la onda en el medio de referencia es idéntica a la de la muestra natural, 
siendo su única diferencia el eje temporal que refleja el efecto de la distinta longitud de 
las muestras. Por su parte, cuando la onda atraviesa la muestra artificial no resulta tan 
atenuada como en el caso de la natural. Además, esta onda presenta altos niveles de 
ruido, es decir, hay un efecto marcado de las ondas reflejándose en las superficies de las 
trabéculas que enmascaran a la onda emitida y no permiten identificarla fácilmente. 
 
En la Figura 5.10 se presentan las señales medidas en el receptor 𝜎𝜎33 para las muestras 
1, 3, 18 y 23. Nótese que en estos gráficos se ha superpuesto la señal de referencia y la 
respuesta de la muestra. Se seleccionaron estas muestras ya que son representativas del 
conjunto en términos de fracción volumétrica y porcentaje de ortotropía. Para calcular la 
 
Figura 5.7. Señales obtenidas en los receptores luego de atravesar la muestra natural 1. 
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velocidad del sonido se estimó el tiempo de vuelo tomando el primer cruce por cero de 
las ondas (ver Sección 5.3.2), el cual se indica con cruces en la Figura 5.10. La Tabla 5.4 
reporta la SOS calculada para todas las muestras en las tres direcciones principales de 
anisotropía. 
 
El cálculo de la BUA se realizó mediante el procedimiento descripto en la Sección 5.3.1. 
La Figura 5.11 y la Figura 5.12 muestran el análisis espectral y la atenuación para las 
muestras 1, 3, 18 y 23 naturales y sus correspondientes artificiales, respectivamente. La 
regresión lineal para determinar la pendiente de la curva de atenuación se realizó entre 
0.2 y 1.1 𝑀𝑀𝐻𝐻𝐼𝐼. Cuando la curva presentaba un quiebre a una frecuencia más baja, como 
en la muestra 2 (Figura 5.11), el BUA se determinó en la sección lineal de la curva. Los 
valores de la BUA de las muestras naturales se reportan en la Tabla 5.4. Estos valores 
están comprendidos en el intervalo 0.71 ≤ BUA ≤ 76.28, lo que se encuentra en el rango 
de valores reportados en la bibliografía 2 ≤ BUA ≤ 80183,206,211. 
Se puede observar que sus amplitudes espectrales de las muestras artificiales son 
mayores que para las correspondientes muestras naturales. Esto se atribuye a la 
superposición de las ondas rápida y lenta, tal que la amplitud medida es una suma de 
 
Figura 5.8. Señales de referencia para la muestra artificial 1. 
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ambas. Además, las curvas de atenuación de las trabéculas artificiales no presentan una 
relación lineal entre la amplitud y el tiempo en la zona de cálculo (0.2 a 1.1 𝑀𝑀𝐻𝐻𝐼𝐼), lo que 
impide determinar la BUA. Este comportamiento se atribuye al efecto dispersivo de la 
microestructura periódica, responsable del alto nivel de ruido. 
 
Los valores de la SOS para las muestras naturales y sus artificiales miméticas se reportan 
en la Tabla 5.4, y están graficados en las Figura 5.13 y Figura 5.14, respectivamente. Las 
direcciones mostradas corresponden a las principales de ortotropía y están ordenadas tal 
que la dirección 1 se corresponde con la mayor rigidez y la 3 con la menor. Se puede ver 
que, tanto para las muestras naturales como para las artificiales, la SOS no es siempre 
mayor en la dirección de mayor rigidez, como ocurriría en un material homogéneo (ver 
Sección 5.1.6). También se puede notar que las muestras artificiales presentan menores 
diferencias entre las diferentes direcciones; en promedio la máxima velocidad es un 24% 
mayor que la mínima, mientras que en las naturales esta diferencia es del 35%. Para 
ambos grupos de muestras la SOS aumenta con la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, siendo este comportamiento 
más evidente para las muestras artificiales. 
 
 
Figura 5.9. Señales obtenidas en los receptores luego de atravesar la muestra artificial 1. 
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Figura 5.10. Señales obtenidas en el receptor 𝜎𝜎33 para las muestras naturales 1, 3, 18 y 23 y sus 
correspondientes artificiales. 
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Figura 5.11. Análisis espectral de las muestras naturales 1, 3, 18 y 23. Se muestran el espectro de 
frecuencia de la señal de referencia (azul) y de la señal transmitida a través de la muestra (rojo) y la 
atenuación dependiente de la frecuencia. 
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Figura 5.12. Análisis espectral de las muestras artificiales 1, 3, 18 y 23. Se muestran el espectro de 
frecuencia de la señal de referencia (azul) y de la señal transmitida a través de la muestra (rojo) y la 
atenuación dependiente de la frecuencia. 
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Muestra Dirección 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝒂𝒂𝒕𝒕 
(𝒎𝒎 ∙ 𝒔𝒔−𝟏𝟏) 
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑨𝑨𝒐𝒐𝒕𝒕 




(𝒅𝒅𝑩𝑩 ∙ 𝒄𝒄𝒎𝒎−𝟏𝟏 ∙ 𝑴𝑴𝑴𝑴𝒛𝒛−𝟏𝟏) 
1 1 1.58 1.53 -3.10 27.38 
2 1.67 1.51 -9.94 18.50 
3 2.07 1.57 -24.20 30.81 
2 1 1.77 1.54 -13.03 10.14 
2 1.67 1.64 -1.63 17.56 
3 1.95 1.59 -18.49 6.70 
3 1 1.61 1.57 -2.46 37.68 
2 2.04 1.74 -14.69 31.43 
3 2.03 1.66 -18.43 61.38 
4 1 1.96 1.82 -7.22 41.31 
2 1.73 1.58 -9.15 38.86 
3 2.26 1.76 -22.31 37.23 
5 1 2.54 1.77 -30.16 44.70 
2 1.74 1.56 -10.09 25.73 
3 2.59 1.95 -24.68 36.99 
6 1 1.82 1.82 -0.26 54.65 
2 1.81 1.57 -13.37 27.38 
3 2.32 1.96 -15.45 58.75 
7 1 1.65 1.72 4.01 32.62 
2 2.07 1.56 -24.69 32.43 
3 2.31 1.87 -19.04 23.65 
8 1 2.41 1.59 -33.96 50.00 
2 1.61 1.88 16.70 15.73 
3 1.94 1.70 -12.27 56.99 
9 1 1.70 1.85 9.14 43.14 
2 1.94 1.58 -18.84 28.15 
3 2.16 1.91 -11.71 40.98 
10 1 2.16 1.62 -25.00 53.95 
2 1.74 1.89 8.50 35.14 
3 2.13 1.79 -15.97 47.41 
11 1 2.49 2.07 -16.56 36.10 
2 1.84 1.65 -10.47 29.59 
3 2.55 1.81 -29.05 16.85 
12 1 2.23 1.98 -11.01 29.39 
2 1.70 1.59 -6.55 12.82 
3 2.35 1.90 -18.89 47.48 
Tabla 5.4. SOS y BUA obtenidos para todas las muestras en las direcciones principales de anisotropía. 
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Muestra Dirección 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝒂𝒂𝒕𝒕 
(𝒎𝒎 ∙ 𝒔𝒔−𝟏𝟏) 
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑨𝑨𝒐𝒐𝒕𝒕 




(𝒅𝒅𝑩𝑩 ∙ 𝒄𝒄𝒎𝒎−𝟏𝟏 ∙ 𝑴𝑴𝑴𝑴𝒛𝒛−𝟏𝟏) 
13 1 2.33 1.62 -30.52 36.31 
2 1.65 1.89 14.41 41.93 
3 2.17 1.78 -17.75 51.22 
14 1 1.92 1.94 1.26 49.21 
2 1.87 1.59 -15.09 26.19 
3 2.32 2.12 -8.73 15.47 
15 1 2.39 2.24 -6.12 0.71 
2 1.81 1.66 -8.10 32.47 
3 2.41 1.99 -17.31 8.26 
16 1 2.66 1.70 -35.92 38.38 
2 1.73 2.06 18.99 40.12 
3 2.49 2.11 -15.11 38.80 
17 1 2.17 1.63 -24.89 38.29 
2 1.84 2.05 11.08 26.34 
3 2.23 1.88 -15.43 64.23 
18 1 2.73 2.13 -21.98 19.40 
2 1.75 1.65 -5.46 53.30 
3 2.75 2.29 -16.53 32.36 
19 1 2.13 2.43 14.39 14.37 
2 2.29 1.77 -22.74 50.21 
3 2.46 2.11 -14.05 76.28 
20 1 2.46 2.37 -3.61 25.76 
2 1.91 1.72 -9.57 46.60 
3 2.66 2.43 -8.63 47.09 
21 1 2.46 1.80 -26.95 42.10 
2 1.99 2.36 18.72 42.09 
3 2.53 2.27 -9.99 48.41 
22 1 2.93 1.92 -34.55 44.84 
2 1.96 2.51 28.16 35.18 
3 2.69 2.38 -11.67 43.57 
23 1 2.70 2.47 -8.74 3.94 
2 1.96 1.88 -4.08 39.13 
3 2.64 2.37 -10.25 7.74 
Tabla 5.4 (continuación). SOS y BUA obtenidos para todas las muestras en las direcciones principales 
de anisotropía. 
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Figura 5.13. SOS de las muestras naturales en las direcciones principales de anisotropía. Las muestras 
están ordenadas en secuencia creciente con el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
 
Figura 5.14. SOS de las muestras artificiales en las direcciones principales de anisotropía. Las 
muestras están ordenadas en secuencia creciente con el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
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La Figura 5.15 muestra las diferencias entre las velocidades del sonido de las muestras 
naturales y sus correspondientes artificiales. Se puede ver que, en la gran mayoría de los 
casos, la SOS de las muestras naturales es mayor que para las artificiales. Las diferencias 
promedio son 13.09 ± 6.72%, 15.86 ± 12.09% y 16.35 ± 5.30% para las direcciones 1, 2 y 
3, respectivamente, con un máximo de 36%. Se encuentra que las muestras artificiales 
tienden, en la mayor parte de los casos, a subestimar la SOS; la SOS de las muestras 
artificiales resulta menor a la de las muestras naturales en 59 de los 69 casos analizados. 
Es también interesante observar que las mayores diferencias no corresponden a las 
muestras con menor ortotropía (muestras 1, 2, 3, 4, 7 y 9, ver Tabla 5.3), que son las que 
en principio son mimetizadas con menor precisión. Este comportamiento proporciona 
evidencia de que el comportamiento ultrasónico del hueso trabecular no depende 
únicamente de la elasticidad y la densidad de la microestructura, sino que también de su 
permeabilidad y su tortuosidad, que no son contemplados en este análisis. 
 
Por último, se analizó la dependencia de la anisotropía de la SOS con la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 y con las 
simetrías del tensor elástico. Como indicador de la anisotropía de la SOS se calculó la 
relación entre las velocidades máxima SOS𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒  y mínima SOS𝑝𝑝𝑖𝑖𝑚𝑚  de cada muestra. La 
Figura 5.16 muestra el cociente SOS𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒/SOS𝑝𝑝𝑖𝑖𝑚𝑚 como función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. Se puede ver 
que mientras para las muestras naturales la anisotropía de la SOS aumenta con la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, 
las muestras artificiales presentan una gran dispersión. Las Figura 5.17 a Figura 5.20 
muestran la anisotropía de la SOS como función de la fracción de las clases de simetría 
isotrópica, hexagonal, tetragonal y ortorrómbica para las muestras naturales y sus 
correspondientes artificiales. Dentro de la población disponible no se observan 
correspondencias marcadas con ninguna de las clases de simetría. La Figura 5.21 y la 
Figura 5.22 muestran la SOS como función de las clases monoclínica y triclínica para las 
muestras naturales. No se encuentra una dependencia marcada de la anisotropía de la 
SOS con la clase monoclínica, pero se observa que esta disminuye con el aumento de la 
 
Figura 5.15. Diferencia porcentual entre la SOS de las muestras naturales y sus correspondientes 
artificiales en las direcciones principales de anisotropía. 
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fracción de la simetría triclínica. Esto representa que, a medida que la anisotropía del 




Figura 5.16. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la BV/TV. 
 
Figura 5.17. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la clase de simetría isotrópica 
para las muestras naturales y sus correspondientes artificiales. 
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Figura 5.18. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la clase de simetría hexagonal 
para las muestras naturales y sus correspondientes artificiales. 
 
Figura 5.19. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la clase de simetría tetragonal 
para las muestras naturales y sus correspondientes artificiales. 
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Figura 5.20. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la clase de simetría ortorrómbica 
para las muestras naturales y sus correspondientes artificiales. 
 
Figura 5.21. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la clase de simetría monoclínica 
para las muestras naturales. 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  




En este capítulo se utilizaron técnicas de ultrasonido cuantitativo (QUS) para comparar 
23 muestras de hueso trabecular bovino con sus correspondientes microestructuras 
miméticas artificiales. El comportamiento ultrasónico se comparó en términos de la 
velocidad del sonido (SOS) y la atenuación ultrasónica de banda ancha (BUA), que fueron 
calculadas mediante análisis de FDTD con el programa SimSonic. 
Las trabéculas artificiales no permiten el cálculo de la BUA ya que sus curvas de 
atenuación no presentan una relación lineal entre la amplitud y la frecuencia. Este 
comportamiento es atribuido al fuerte efecto dispersivo de la microestructura periódica, 
que resulta en un alto nivel de ruido. 
Se observó que las SOS de las muestras naturales son, en la mayoría de los casos, 
mayores que las SOS de las muestras artificiales. Las diferencias van desde el 0.26% al 
35.92%. 
Si se observan las velocidades para las diferentes direcciones, se puede ver que, para un 
alto porcentaje de las muestras la SOS máxima no coincide con la dirección de mayor 
rigidez, como ocurriría en un material homogéneo (ver Sección 5.1.6). Las muestras 
artificiales presentan una menor isotropía de la SOS medida como el cociente 
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒/𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑝𝑝𝑖𝑖𝑚𝑚. El valor promedio de este cociente es 1.24 para las muestras artificiales 
y 1.35  para las naturales. Además, la SOS aumenta con la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 , siendo este 
comportamiento más marcado para las muestras artificiales. 
No se encontraron correlaciones claras entre la anisotropía de la SOS y las simetrías del 
tensor elástico. La determinación de una posible relación entre la SOS y las clases de 
 
Figura 5.22. Relación entre la SOS máxima y mínima como función de la clase de simetría triclínica 
para las muestras naturales. 
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simetría, ya sea de manera individual o mediante una correlación múltiple, requiere de un 
mayor número de muestras. Esta relación sería de utilidad para mejorar el proceso de 
optimización, ya que el mismo podría incorporar factores de pesos que prioricen las clases 
de simetría más relevantes, mejorando así la capacidad de las trabéculas artificiales para 
mimetizar el comportamiento del hueso trabecular. 
No se debe perder de vista que este estudio está basado únicamente en la mimetización 
de las propiedades elásticas del hueso trabecular, cuando el comportamiento ultrasónico 
depende además de parámetros que caracterizan el movimiento del fluido a través de la 
microestructura. De todas formas, el grado de acuerdo se encuentra aceptable. Para 
aumentar el mimetismo de las trabéculas artificiales deben incorporarse la permeabilidad 
y la tortuosidad. 
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En los capítulos anteriores se estudiaron en detalle las microestructuras trabeculares 
artificiales introducidas por Kowalczyk41 y se demostró que tienen la capacidad de 
mimetizar el comportamiento elástico del hueso trabecular. Las microestructuras son 
totalmente definidas por cuatro micro parámetros que determinan su geometría y, en 
consecuencia, sus propiedades elásticas. 
En este capítulo se presenta un método multiescala para maximizar la rigidez de sólidos 
elásticos con estas microestructuras. El método consiste en un modelo de FE para la 
evaluación de la compliancia estructural macroscópica del sólido, junto con el optimizador 
para problemas restringidos no lineales IPOpt (Interior Point Optimizer) de Wächter & 
Biegler53 para calcular los valores locales óptimos de los micro parámetros y la orientación 
de la microestructura. El resultado es la distribución óptima de la microestructura sobre el 
dominio del cuerpo macroscópico. 
A continuación, se presentan los conceptos teóricos básicos de la técnica de optimización. 
Luego, se describe la formulación y los detalles de implementación del método propuesto. 
Por último, se realiza la verificación y puesta a punto del algoritmo. El trabajo reportado 
en este capítulo es resultado de la colaboración con el Dr. Fachinotti del Centro de 
Investigación en Métodos Computacionales (CIMEC) de la UNL-CONICET. 
6 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  
LUCAS COLABELLA 104 
 
6.1 CONCEPTOS DE OPTIMIZACIÓN 
Las técnicas de optimización son usadas para encontrar un conjunto de parámetros de 
diseño, 𝒙𝒙 = {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚} , que pueden de alguna manera ser considerados como 
óptimos. En un caso simple esto puede ser la minimización o maximización de una función 
objetivo 𝑓𝑓(𝒙𝒙) sin restricciones. En una formulación más avanzada, 𝑓𝑓(𝒙𝒙) está sujeta a 
restricciones de igualdad, 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙) = 0 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚𝑡𝑡)  y/o a restricciones de desigualdad, 
𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙) ≤ 0 (𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑡𝑡 + 1, … ,𝑚𝑚) , las cuales pueden incluir valores límites para los 





𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙) = 0          (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚𝑡𝑡), 
𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙) ≤ 0          (𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑡𝑡 + 1, … ,𝑚𝑚), 
 
Una solución eficiente y precisa a este problema depende no solo de su tamaño en 
términos del número de restricciones y variables de diseño, sino también de las 
características de la función objetivo y las restricciones. Cuando tanto la función objetivo 
como sus restricciones son funciones lineales de las variables de diseño, el problema se 
denomina problema de Programación Lineal (LP). Por su parte, la programación 
cuadrática (QP) se refiere a la minimización o maximización de una función objetivo 
cuadrática que está restringida de manera lineal. Tanto para problemas LP como QP, 
existen varios procedimientos confiables para su solución, por ejemplo el algoritmo dual-
simplex212, el método de punto interior213,214, el algoritmo de punto interior convexo215 y el 
método de región de confianza reflectivo216. 
Los problemas de Programación No Lineal (NLP), en los cuales la función objetivo y/o las 
restricciones son funciones no lineales de las variables de diseño, son más complicados 
de resolver que los problemas LP y QP. La solución de un problema NLP generalmente 
requiere de un proceso iterativo para establecer la dirección de búsqueda en cada 
iteración principal. Esto se realiza, en la mayoría de los casos, mediante la solución de un 
sub-problema auxiliar LP, QP, o un problema sin restricciones.  
Los primeros métodos propuestos para resolver problemas NLP consistían en convertir el 
problema restringido en uno sin restricciones con funciones de penalización para 
incorporar los límites de las restricciones. De esta manera, el problema restringido era 
resuelto como una secuencia de optimizaciones parametrizadas no restringidas, lo cual 
en el límite converge al problema restringido182. Estos métodos son ahora considerados 
relativamente ineficientes y fueron reemplazados por métodos que se enfocan en la 
solución de las ecuaciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Las ecuaciones KKT son 
condiciones necesarias para un problema de optimización restringida. Si el problema es 
un problema de programación convexo, es decir, 𝑓𝑓(𝒙𝒙) y 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙), 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚 son funciones 
convexas, las ecuaciones KKT son condiciones necesarias y suficientes para obtener una 
solución global. 
Las ecuaciones 
𝛻𝛻𝑓𝑓(𝒙𝒙) +�𝜆𝜆𝑖𝑖 ∙ 𝛻𝛻𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙)
𝑝𝑝
𝑖𝑖=1
= 0 (6.2) 
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                     𝜆𝜆𝑖𝑖 ∙ 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝒙𝒙) = 0,             𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚𝐼𝐼 
                                𝜆𝜆𝑖𝑖 ≥ 0,             𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝐼𝐼 + 1, … ,𝑚𝑚 
sumadas a las restricciones generales de la ecuación (6.1) conforman las condiciones 
KKT. 
La primera ecuación describe una cancelación de los gradientes entre la función objetivo 
y las restricciones activas en el punto solución. Para cancelar los gradientes utiliza 
multiplicadores de Lagrange ( 𝜆𝜆𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚 ) que equilibran las desviaciones en la 
magnitud de la función objetivo y los gradientes de las restricciones. Solo las restricciones 
activas son incluidas en esta operación de cancelación, por lo que las restricciones que 
no estén activas se excluyen haciendo 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 0. Esto está expresado de manera implícita 
en las dos últimas ecuaciones de (6.2)217. 
6.2 EL PROBLEMA MECÁNICO MULTI-ESCALA 
Consideremos el cuerpo Ω ⊂ ℝ3 de la Figura 6.1 en equilibrio, sobre cuyo contorno 𝜕𝜕Ω =
𝜕𝜕Ω𝜎𝜎 ∪ 𝜕𝜕Ω𝑢𝑢, están prescriptas las siguientes condiciones: la fuerza 𝒕𝒕wall sobre 𝜕𝜕Ω𝜎𝜎, y el 
desplazamiento 𝒖𝒖𝑙𝑙𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 sobre 𝜕𝜕Ω𝑢𝑢. En ausencia de fuerzas de cuerpo y términos inerciales, 
la ecuación de balance de momentos en el cuerpo macroscópico Ω puede ser expresada 
en el formato variacional estándar como: encontrar 𝒖𝒖  dentro del conjunto 𝒰𝒰  de 
desplazamientos cinemáticamente admisibles que satisfacen 
� 𝝈𝝈(𝒖𝒖,𝑻𝑻) ∙ 𝛻𝛻𝑋𝑋𝑠𝑠𝒖𝒖�𝑑𝑑𝐵𝐵
Ω
− � 𝒕𝒕𝑙𝑙𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝒖𝒖�𝑑𝑑𝑆𝑆
𝜕𝜕Ω𝜎𝜎
= 0     ∀𝒖𝒖� ∈ 𝒲𝒲, (6.3) 
donde 𝝈𝝈 es el tensor de tensiones de Cauchy homogenizado o macroscópico, y 𝒲𝒲 es el 
espacio de variaciones del desplazamiento cinemáticamente admisibles. 
 
El problema se completa con la ley constitutiva para 𝝈𝝈 en cualquier punto 𝑿𝑿 ∈ Ω. A nivel 
macroscópico se asume que se cumple la ley de Hooke. En notación de Voigt, la ley de 
Hooke toma la forma: 
 
Figura 6.1. Problema mecánico multiescala. 
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donde 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 , y 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  son las componentes del tensor de tensiones de Cauchy 
homogenizado, el tensor elástico homogenizado y el tensor de deformaciones 
macroscópico, con respecto a un sistema Cartesiano global {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,𝑥𝑥3}. 
La microestructura trabecular artificial se asume compuesta por celdas periódicas. Tal 
como quedó expuesto en el Capítulo 4, una celda típica (Figura 4.3) está completamente 
caracterizada por cuatro micro parámetros, 𝑡𝑡𝑐𝑐  , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 y 𝑡𝑡𝑡𝑡. Las componentes del tensor 
elástico homogenizado de la celda expresadas en un sistema cartesiano local {𝑥𝑥1′ ,𝑥𝑥2′ ,𝑥𝑥3′ } 
ubicado sobre la celda unitaria son funciones de estos micro parámetros: 
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′ (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡). (6.5) 
Las aproximaciones polinómicas de las componentes del tensor elástico son las 
calculadas en la Sección 4.2.3. El sistema cartesiano {𝑥𝑥1′ ,𝑥𝑥2′ ,𝑥𝑥3′ }  está relacionado al 







𝝍𝝍⊗𝝍𝝍 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐‖𝝍𝝍‖𝑰𝑰, (6.6) 
donde 𝑰𝑰 es el tensor unitario de segundo orden, 𝝍𝝍 es el vector rotación y 𝝍𝝍�  es el tensor 
antisimétrico cuyo vector axial es 𝝍𝝍. Siendo 𝝍𝝍 un vector de rotación, su magnitud ‖𝝍𝝍‖ 
define el ángulo de rotación y su dirección 𝝍𝝍/‖𝝍𝝍‖ define el eje de rotación. Referido al 
sistema de ejes global {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3}, el vector de rotación puede ser expresado como 
𝝍𝝍 = [𝜓𝜓1 𝜓𝜓2 𝜓𝜓3]𝑇𝑇 , (6.7) 






El tensor de rotación 𝐑𝐑 puede ser expresado como la función 
𝑹𝑹 = 𝑅𝑅(𝜓𝜓1,𝜓𝜓2,𝜓𝜓3) (6.9) 
explícitamente definida por la ecuación (6.6). 
Finalmente, las componentes del tensor elástico homogenizado respecto al sistema 
cartesiano global {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3} son 
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑝𝑝𝑅𝑅𝑖𝑖𝑚𝑚𝑅𝑅𝑖𝑖𝑎𝑎𝑅𝑅𝑖𝑖𝑒𝑒𝐶𝐶𝑝𝑝𝑚𝑚𝑎𝑎𝑒𝑒′ = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝜓𝜓1,𝜓𝜓2,𝜓𝜓3), (6.10) 
es decir, son función de los cuatro parámetros de la celda unitaria, 𝑡𝑡𝑐𝑐, 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 y 𝑡𝑡𝑡𝑡, y de los 
tres ángulos que determinan su orientación espacial, 𝜓𝜓1, 𝜓𝜓2 y 𝜓𝜓3. 
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6.3 OPTIMIZACIÓN MULTIESCALA 
6.3.1 Solución de elementos finitos 
El problema mecánico en el dominio macroscópico Ω será resuelto mediante el FEA. El 
campo de desplazamientos se calcula como 
𝒖𝒖(𝑿𝑿) = 𝛷𝛷𝑖𝑖(𝑿𝑿)𝑐𝑐𝑖𝑖 = 𝜱𝜱(𝑿𝑿)𝑩𝑩         ∀𝑿𝑿 ∈ Ω, (6.11) 
donde 𝑐𝑐𝑖𝑖 es el desplazamiento del nodo 𝑿𝑿𝑖𝑖(𝑖𝑖 = 1,2, … , #𝑛𝑛𝑐𝑐𝑑𝑑𝐼𝐼𝑐𝑐) de la malla de elementos 
finitos, y Φ𝑖𝑖 es la función de forma asociada a ese nodo, tal que Φ𝑖𝑖�𝑿𝑿𝑖𝑖� = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 en cualquier 
nodo 𝑿𝑿𝑖𝑖 de la malla; 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 es la función delta de Kronecker. 
Para resolver el problema se utiliza el método estándar de Galerkin, en el cual las 
funciones de forma Φ𝑖𝑖 también definen las funciones para el espacio dimensional finito 
que aproximan 𝒖𝒖. De esta manera, al incorporar la ley de Hooke macroscópica (6.4), la 
forma débil de la ecuación de balance de momentos (6.3) puede ser escrita como 
𝑲𝑲𝑩𝑩− 𝑭𝑭 = 0, (6.12) 
donde 
𝑲𝑲 = � 𝑩𝑩𝑻𝑻𝑪𝑪𝑩𝑩𝑑𝑑𝐵𝐵
Ω
, (6.13) 
𝑭𝑭 = � 𝜱𝜱𝑇𝑇𝒕𝒕𝑙𝑙𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑺𝑺
𝜕𝜕Ω𝜎𝜎
, (6.14) 
en las que 𝑩𝑩 indica la matriz de la relación deformación-desplazamiento, es decir 
𝜺𝜺 = 𝑩𝑩𝑩𝑩. (6.15) 
6.3.2 Optimización de la respuesta estructural macroscópica 
Con el objetivo de darle generalidad al problema, se asume aquí que la microestructura 
varía sobre el dominio macroscópico Ω, y que {𝑿𝑿1,𝑿𝑿2, … ,𝑿𝑿𝑁𝑁} es un conjunto de puntos de 
muestreo que caracterizan la microestructura sobre Ω. Cada punto 𝑿𝑿𝛼𝛼  tiene un RVE 
asociado que se denota como Ω𝜇𝜇
(𝛼𝛼). 
En un “material caracterizado cuantitativamente”218 como el utilizado en este trabajo, la 
microestructura en cualquier RVE Ω𝜇𝜇
(𝛼𝛼)  puede ser descripta por un número finito de 
parámetros, llamados parámetros microestructurales o, simplemente, micro parámetros. 








(𝛼𝛼). Los micro parámetros de todos los puntos de muestreo son agrupados 


















de dimensión 7𝑚𝑚 tal que 
𝑃𝑃7𝛼𝛼−6 = 𝑡𝑡𝑐𝑐
(𝛼𝛼),     𝑃𝑃7𝛼𝛼−5 = 𝑡𝑡ℎ
(𝛼𝛼),     𝑃𝑃7𝛼𝛼−4 = 𝑡𝑡𝑣𝑣
(𝛼𝛼),     𝑃𝑃7𝛼𝛼−3 = 𝑡𝑡𝑡𝑡
(𝛼𝛼)  
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𝑃𝑃7𝛼𝛼−2 = 𝜓𝜓1
(𝛼𝛼),     𝑃𝑃7𝛼𝛼−1 = 𝜓𝜓2
(𝛼𝛼),     𝑃𝑃7𝛼𝛼 = 𝜓𝜓3
(𝛼𝛼). 








(𝛼𝛼)) . La matriz de rigidez macroscópica 𝑲𝑲  (ecuación 
(6.13)) depende de los micro parámetros en los puntos de muestreo en Ω, es decir 𝑲𝑲 =
𝑲𝑲(𝑷𝑷), y por lo tanto 𝑩𝑩 (solución del sistema lineal (6.12)) es también función de 𝑷𝑷, tal que 
𝑩𝑩(𝑷𝑷) = [𝑲𝑲(𝑷𝑷)]−𝟏𝟏𝑭𝑭. (6.17) 
Denominaremos en lo que sigue ℛ a la función de costo u objetivo de la optimización, 
mientras que 𝑷𝑷 son los parámetros de diseño (ver Sección 6.1), tal que ℛ = ℛ(𝑷𝑷). Se elije 
para ℛ el trabajo total realizado por las fuerzas externas: 
ℛ(𝑩𝑩(𝑷𝑷)) = 𝑭𝑭 ∙ 𝑩𝑩(𝑷𝑷), (6.18) 
Dado un conjunto de fuerzas externas 𝑭𝑭, minimizar ℛ implica maximizar la rigidez de toda 





�𝑭𝑭 ∙ 𝑩𝑩(𝑷𝑷)�. (6.19) 
Este problema no lineal está sujeto a las restricciones de desigualdad de las ecuaciones 
(4.11) y (4.12) lineales sobre los micro parámetros geométricos y a 
0 ≤ 𝜓𝜓1,𝜓𝜓2,𝜓𝜓3 ≤ 𝜋𝜋 (6.20) 
sobre los ángulos de orientación. Además, con el objetivo de limitar el espacio de diseño, 
la magnitud de la rotación es restringida por: 
‖𝜳𝜳‖ = �𝛹𝛹12 + 𝛹𝛹22 + 𝛹𝛹32 ≤ 𝜋𝜋, (6.21) 
que es una restricción de desigualdad no lineal. 
En el contexto de una solución de elementos finitos, las restricciones (4.11), (4.12), (6.20) 
y (6.21) son especificadas localmente sobre los elementos. Además, se aplica una 
restricción global sobre la fracción volumétrica 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 total del cuerpo Ω: 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵(Ω) =
∑ (𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵(𝛼𝛼) ∙ 𝐵𝐵(𝛼𝛼))𝑁𝑁𝛼𝛼=1
𝐵𝐵(Ω)
≤ 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒, (6.22) 
donde V(𝛼𝛼) es el volumen de cada elemento y 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 es el máximo 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 permitido 
para el cuerpo a nivel macroscópico. 
6.3.3 Algoritmo 
Para resolver el problema descripto en la sección anterior se utilizó el IPOpt (“Interior Point 
Optimizer”, disponible en https://projects.coin-or.org/Ipopt). IPOpt es un algoritmo de 
punto interior primario-dual con un método de búsqueda lineal filtrado para programación 
no lineal desarrollado por Wachter y Biegler53. IPOpt fue seleccionado luego de evaluar el 
desempeño de cinco algoritmos para optimización no lineal: conjunto activo, 
programación cuadrática secuencial (SQP) y punto interior (IP) de la librería de 
optimización de Matlab; el método de asíntotas móviles (MMA)219 de la librería OPTI 
(https://www.inverseproblem.co.nz/OPTI/) e IPOpt. Los algoritmos conjunto activo y SQP 
fueron descartados ya que, a pesar de alcanzar soluciones óptimas, sus costos 
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computacionales son elevados al resolver problemas de gran escala; MMA no llego a la 
convergencia para ciertos problemas. Por su parte, los algoritmos de punto interior de 
Matlab y el IPOpt usan algebra lineal que no requiere del almacenamiento ni de la 
operación sobre matrices completas; por lo tanto, estos algoritmos fueron identificados 
como los más aptos para la resolución de problemas de gran escala. Se encontró que el 
IPOpt tiene un mejor desempeño que la implementación de Matlab, por lo que fue 
seleccionado para este trabajo. La descripción detallada del proceso de selección se 
encuentra en el Apéndice F. A continuación se presenta una breve descripción de IPOpt, 
de acuerdo al trabajo de Wächter220. 









𝒄𝒄(𝑷𝑷) = 0, (6.24) 
donde los límites sobre los parámetros de diseño son reemplazados por un término de 
barrera logarítmico, 𝜇𝜇 ∑ ln(𝑃𝑃𝑖𝑖)𝑚𝑚𝑖𝑖=1 , que es sumado a la función objetivo, y las restricciones 
de desigualdad no lineales son reemplazadas por restricciones de igualdad mediante la 
introducción de variables de holgura 𝑐𝑐𝑖𝑖 , tales que 𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑷𝑷) = 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑷𝑷) − 𝑐𝑐𝑖𝑖 = 0 con 𝐺𝐺𝑖𝑖𝐿𝐿 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≤
𝐺𝐺𝑖𝑖𝑈𝑈. La influencia del término de barrera depende del tamaño del parámetro de barrera 𝜇𝜇, 
y se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones estándar, el mínimo de ℛ𝜇𝜇 converge 
al mínimo de ℛ cuando 𝜇𝜇 → 0. 
La estrategia de solución global involucra el cálculo de una secuencia de problemas de 
barrera: a partir de un valor moderado de 𝜇𝜇 (por ejemplo 0.1) y un vector 𝑷𝑷 inicial provisto 
por el usuario, el problema de barrera se resuelve con una precisión relajada; luego se 
disminuye 𝜇𝜇 y se resuelve un nuevo problema con una precisión ligeramente mayor, y en 
el que se emplea la solución aproximada obtenida previamente como 𝑷𝑷  inicial. Este 
proceso es repetido hasta encontrar una solución para el problema original, o al menos 
un vector 𝑷𝑷  que satisfaga las condiciones de optimalidad de primer orden en las 
tolerancias definidas por el usuario. 
Las condiciones de optimalidad KKT de primer orden para el problema de barrera en 
(6.23) y (6.24) con 𝜇𝜇 = 0 son 
∇ℛ(𝑷𝑷) + ∇𝒄𝒄(𝑷𝑷)𝝕𝝕− 𝛘𝛘 = 0 (6.25) 
𝒄𝒄(𝑷𝑷) = 0 (6.26) 
diag(𝑷𝑷)diag(𝛘𝛘)𝒆𝒆 − 𝜇𝜇𝒆𝒆 = 0 (6.27) 
𝑷𝑷, 𝛘𝛘 ≥ 0 (6.28) 
donde 𝝕𝝕 ∈ ℝ𝑝𝑝 y 𝝌𝝌 ∈ ℝ𝑚𝑚 son los multiplicadores de Lagrange para las restricciones no 
lineales y lineales, respectivamente y 𝒆𝒆 es un vector de unos de la dimensión apropiada. 
Las condiciones de optimalidad de primer orden para este caso están dadas por las 
ecuaciones (6.25) a (6.28) con 𝜇𝜇 = ?̅?𝜇. El sistema de ecuaciones no lineales (6.25) a (6.27) 
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se resuelve mediante un algoritmo Newtoniano para generar una secuencia convergente 
de iteraciones que siempre satisfagan estrictamente (6.28). El cálculo de los pasos 
Newtonianos requiere la evaluación del Hessiano 




 ∇2𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑃𝑃𝑖𝑖). (6.29) 
que discutiremos más adelante. Luego de calcular el paso Newtoniano, se realiza una 
búsqueda lineal para determinar un tamaño de paso que resulte en un “progreso 
suficiente” hacia la solución del problema de barrera (6.23). Una nueva solución se 
considera mejor que la iteración actual si disminuye suficientemente la función objetivo 
ℛ𝜇𝜇(𝑷𝑷) o la norma de la desviación de las restricciones ‖𝒄𝒄(𝑷𝑷)‖. El error de optimalidad 
para el problema de barrera está definido como 
𝐸𝐸µ(𝑷𝑷,𝝕𝝕, 𝛘𝛘)
= max�






siendo 𝛾𝛾𝑑𝑑 ,𝛾𝛾𝑐𝑐 ≥ 1 parámetros de escala que son automáticamente ajustados a partir del 
valor del gradiente. Además, el algoritmo verifica el progreso respecto a una lista de cierta 
cantidad de iteraciones previas para evitar caer en un ciclo. Una vez que las condiciones 
de optimalidad para el problema de barrera son satisfechas, se disminuye 𝜇𝜇 y se repite el 
proceso. 
En el caso de que no se encuentre un tamaño de paso aceptable, el algoritmo cambia a 
una “fase de restauración de factibilidad”. Bajo estas circunstancias, la función objetivo es 
ignorada y el algoritmo intenta encontrar un punto factible cercano al punto en el cual la 
fase de restauración comenzó mediante la solución de un problema de optimización que 
minimiza la desviación de las restricciones ‖𝒄𝒄(𝑷𝑷)‖. El resultado de este proceso es bien 
un punto que permita volver al procedimiento regular, o un minimizador local de ‖𝒄𝒄(𝑷𝑷)‖ 
que indique que el problema no es localmente factible. 
El algoritmo termina cuando una solución aproximada (𝑷𝑷� ,𝝕𝝕� , 𝛘𝛘�)  – que incluye las 
estimaciones de los multiplicadores – para 𝜇𝜇 = 0 satisface 
𝐸𝐸0(𝑷𝑷� ,𝝕𝝕� , 𝛘𝛘�) ≤ 𝜖𝜖𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖, (6.31) 
donde 𝜖𝜖𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 es la tolerancia provista por el usuario. 
6.3.4 Sensibilidad de la respuesta mecánica macroscópica a cambios microestructurales 
La implementación del IPOpt requiere del cálculo de la sensibilidad (gradiente) de la 
función objetivo ℛ(𝑷𝑷) (ver (6.25)) y del Hessiano de la ecuación (6.29). En esta sección 
se discuten y evalúan las opciones para evaluar la sensibilidad de ℛ(𝑷𝑷), mientras que los 
detalles del cálculo del Hessiano se discutirán en la Sección 6.4.7.  
La sensibilidad puede ser determinada por medio del cálculo directo del gradiente de la 
función objetivo o utilizando el método adjunto. 
6.3.4.1 Cálculo directo 
La sensibilidad de la respuesta mecánica a un cambio en el micro parámetro 𝑃𝑃𝑖𝑖 es 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  









donde la sensibilidad del vector de desplazamientos nodales 𝑩𝑩 , determinado por la 



















Si la inversa de la matriz de elasticidad 𝑲𝑲−1 fue almacenada previamente, las derivadas 
𝜕𝜕𝑩𝑩/𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖  pueden ser eficientemente calculadas determinando −(𝜕𝜕𝑲𝑲/𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖)𝑩𝑩  y luego 
realizando una retro-sustitución. Este proceso debe ser repetido para cada uno de los 
parámetros de diseño en 𝑃𝑃𝑖𝑖. 
6.3.4.2 Método adjunto 
Se define la función aumentada ℛ�  como: 
ℛ�(𝑷𝑷) = ℛ(𝑩𝑩(𝑷𝑷)) − 𝝀𝝀𝑻𝑻[𝑲𝑲(𝑷𝑷)𝑩𝑩(𝑷𝑷)− 𝑭𝑭], (6.35) 
donde 𝝀𝝀 es un vector real arbitrario. Nótese que ℛ�(𝑷𝑷) = ℛ(𝑷𝑷) ya que la expresión entre 
corchetes es nula por tratarse de la ecuación de equilibrio (6.12). 

























ya que ℛ y 𝑭𝑭 no dependen de 𝑃𝑃𝑖𝑖. El vector 𝝀𝝀 se puede determinar mediante la solución 
del problema adjunto 
𝜕𝜕ℛ
𝜕𝜕𝑩𝑩
− 𝝀𝝀𝑇𝑇𝑲𝑲(𝑷𝑷) = 𝟎𝟎, (6.37) 








Por lo tanto, el método adjunto emplea para el cálculo de ∇iℛ  solamente una retro-
substitución (la solución del problema adjunto (6.37)). 
6.3.5 Filtrado de los parámetros 
Los patrones de checkerboard son comunes en varios métodos de optimización 
estructural basados en elementos finitos de malla fija221–223. Una estrategia común para 
resolver este problema es el uso de un filtro, ya sea sobre las sensibilidades o sobre los 
micro parámetros, para suavizar las transiciones microestructurales entre elementos 
vecinos. Una amplia gama de métodos de filtrado es descripta por Sigmund224. Se opto 
en este trabajo por implementar un filtro ponderado sobre los micro parámetros tal que 
para un dado elemento 𝛼𝛼 y un conjunto de elementos 𝛽𝛽𝑖𝑖(𝑗𝑗 = 1 …𝑚𝑚𝛼𝛼) localizados a una 
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distancia ∆�𝛼𝛼,𝛽𝛽𝑖𝑖� (medida entre los centroides de los elementos), los micro parámetros 
𝑃𝑃7𝛼𝛼−6…7𝛼𝛼 son transformados de la siguiente manera: 












(𝛽𝛽𝑖𝑖) = max �0, 𝑟𝑟𝑟𝑟 − ∆�𝛼𝛼,𝛽𝛽𝑖𝑖�� (6.40) 
es el factor de peso y 𝑟𝑟𝑟𝑟 es el radio del filtro. La selección del radio de filtro se mostrará 
en la Sección 6.5.5. 
Las ecuaciones (6.39) y (6.40) pueden ser reorganizadas en forma matricial como 
𝑷𝑷� = 𝑭𝑭𝑷𝑷, (6.41) 
donde el vector 𝑷𝑷� contiene los micro parámetros filtrados y 𝑭𝑭, de dimensiones 7𝑚𝑚 × 7𝑚𝑚, 
es la matriz de filtrado. 
6.4 IMPLEMENTACIÓN 
El procedimiento descripto fue implementado en el entorno del programa Matlab. Para el 
método de elementos finitos presentado en la Sección 6.3.1 se utilizó una implementación 
de Fachinotti225. A continuación, se describen las opciones del algoritmo, las funciones 
auxiliares y los criterios de parada necesarios para la aplicación del IPOpt. 
6.4.1 Tamaño del problema y límites sobre los parámetros 
El problema de optimización tiene 7𝑚𝑚 variables de diseño, que es la dimensión del vector 
𝑷𝑷 en la ecuación (6.16). Los valores de los límites inferior y superior para las variables de 
diseño son especificados en dos vectores de dimensión 7𝑚𝑚 , de acuerdo con las 
ecuaciones (4.12) y (6.20): 
𝑷𝑷𝒊𝒊𝒃𝒃
= [0.06 0.06 0.06 0.6 0 0 0 ⋯ 0.06 0.06 0.06 0.6 0 0 0]𝑇𝑇 (6.42) 
y 
𝑷𝑷𝒖𝒖𝒃𝒃
= [0.95 0.95 0.95 1.4 𝜋𝜋 𝜋𝜋 𝜋𝜋 ⋯ 0.95 0.95 0.95 1.4 𝜋𝜋 𝜋𝜋 𝜋𝜋]𝑇𝑇 . 
(6.43
) 
6.4.2 Restricciones lineales 
Para que las microestructuras que resultan del proceso de optimización sean factibles es 
necesario que los micro parámetros cumplan con las condiciones (4.11). Esto se asegura 
imponiendo restricciones de desigualdad lineales mediante la siguiente ecuación 
𝑨𝑨𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆𝑷𝑷 ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆, (6.44) 
donde 𝑨𝑨𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆 es una matriz de dimensiones 2𝑚𝑚 × 7𝑚𝑚 de la forma 
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1 −1 0 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 0 0 0 … 1 −1 0 0 0 0 0







y 𝒃𝒃𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆 es un vector columna con 2𝑚𝑚 elementos nulos. 
Además, 𝑨𝑨𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆  es transformada de acuerdo con la (6.41) para tomar en cuenta las 
restricciones adicionales impuestas por el filtro sobre los micro parámetros: 
𝑨𝑨�𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆 = 𝑨𝑨𝒊𝒊𝒏𝒏𝒆𝒆𝒆𝒆𝑭𝑭. (6.46) 
Esta transformación asegura que los micro parámetros que resultan de la optimización 
una vez filtrados satisfagan las restricciones de la ecuación (4.11). 
6.4.3 Restricciones no lineales 
La restricción no lineal de la ecuación (6.21) sobre los micro parámetros filtrados es 
especificada como sigue: 
𝐺𝐺𝛼𝛼 = �𝑃𝑃7𝛼𝛼−22 + 𝑃𝑃7𝛼𝛼−12 + 𝑃𝑃7𝛼𝛼2 − 𝜋𝜋 ≤ 0 (6.47) 
para los 𝛼𝛼 = 1, … ,𝑚𝑚 elementos. 
La restricción global sobre el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 de la ecuación (6.22) es: 
𝐺𝐺𝑁𝑁+1 =
∑ (𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵(𝛼𝛼) ∙ 𝐵𝐵(𝛼𝛼))𝑁𝑁𝛼𝛼=1
𝐵𝐵(Ω)
− 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 ≤ 0, (6.48) 
6.4.4 Punto inicial 





















donde todos los valores satisfacen estrictamente sus límites. Es importante notar que el 
IPOpt solo tratará de encontrar un mínimo local para el problema, y debido a que pueden 
existir muchos puntos estacionarios con diferentes valores de la función objetivo, la 
solución dependerá del punto inicial. La estrategia para ajustar los valores iniciales de los 
micro parámetros será discutida en la Sección 6.5.2. 
6.4.5 Función objetivo 
La función objetivo (6.18) se calcula para la solución filtrada del FEA, es decir, 
ℛ�𝑷𝑷�� = 𝑭𝑭 ∙ 𝑩𝑩�𝑷𝑷��, (6.50) 
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6.4.6 Derivadas primeras 
Las derivadas primeras de la función de costo, 𝜕𝜕ℛ/𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖, son calculadas usando el método 
adjunto introducido en la Sección 6.3.4.2, mientras que las derivadas de las ecuaciones 
de restricción no lineales 𝜕𝜕𝐺𝐺/𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖  (6.47) y (6.48) son calculadas analíticamente. La 
evaluación de las derivadas analíticas de (6.47) es inmediata, mientras que para la 
evaluación de las derivadas (6.48) se incorporan las derivadas de las aproximaciones 
polinómicas 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) introducidas en la Sección 4.2.3. 
6.4.7 Derivadas segundas 
El Hessiano (6.29) es calculado de manera aproximada a través de la especificación de 
la opción hessian_aproximation como limited_memory. IPOpt aproxima el Hessiano 
por un método cuasi-Newton de memoria limitada (L-BFGS). El presente problema es 
especialmente adecuado para utilizar la aproximación cuasi-Newton debido a su densa 
matriz Hessiana (es decir, con un alto porcentaje de elementos no nulos). A pesar de que 
el cálculo exacto de las derivadas segundas reduce el número de iteraciones, la alta 
densidad de la matriz Hessiana hace que el tiempo de cálculo sea muy alto, por lo que la 
reducción del número de iteraciones no compensa su costo. 
6.4.8 Criterios de parada 
IPOpt tiene múltiples criterios de parada que pueden ser ajustados según la aplicación. A 
continuación, se describen las opciones que fueron ajustadas con valores distintos a los 
predeterminados: 
tol: Especifica la tolerancia para la convergencia del algoritmo. El algoritmo termina 
exitosamente si el error escalado es menor que el valor 𝜖𝜖𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 de la ecuación (6.31). El valor 
por defecto es 10−8. 
acceptable_tol: Si el algoritmo encuentra “acceptable_iter” iteraciones 
consecutivas con un error menor a acceptable_tol, terminará antes de alcanzar la 
tolerancia “tol”. El valor por defecto es 10−6. 
acceptable_iter: Número de iteraciones aceptables para la finalización del algoritmo. 
El valor por defecto es 15. 
acceptable_obj_change_tol: Tolerancia sobre el cambio en la función objetivo. El 
algoritmo para termina si la diferencia entre el valor de la función objetivo en la iteración 
actual respecto a la anterior es menor que este valor. El valor por defecto es 1020. 
max_iter: Número máximo de iteraciones permitido. El valor por defecto es 3000. 
Los ajustes para estas opciones serán discutidos en la Sección 6.5.1. 
6.5 PUESTA A PUNTO DEL ALGORITMO 
La verificación y puesta a punto de la implementación se realizó mediante el análisis de 
múltiples ejemplos, algunos de los cuales serán discutidos en el próximo capítulo. Por 
razones de espacio, en esta sección solo se hace referencia a los casos que mejor ilustran 
los criterios adoptados para ajustar los parámetros del algoritmo. 
6.5.1 Criterios de parada 
Los criterios de parada fueron ajustados para obtener el mejor rendimiento del algoritmo 
de optimización en términos de efectividad y tiempo de cómputo. Un comportamiento 
típico del algoritmo se ilustra en la Figura 6.3 para el ejemplo de un bloque simplemente 
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apoyado con una carga vertical central de la Figura 6.2. La Figura 6.3 muestra la evolución 
de la función de costo normalizada ℛ ℛ0⁄  (donde ℛ0es el valor del costo función al 
comienzo de la optimización) con el número de iteraciones. Se observa que la reducción 
principal de la función de costo tiene lugar al comienzo del proceso en el orden de cientos 
de iteraciones y que las mejoras más allá de este punto son marginales. A partir de este 
comportamiento, se seleccionaron los siguientes valores para los criterios de parada: tol 
= 10−5 , acceptable_tol = 10−4 , acceptable_iter = 10  y 
acceptable_obj_change_tol = 10−5  Se encontró que esta configuración reduce el 
tiempo de cómputo en aproximadamente 95%  con respecto a la configuración por 
defecto, mientras que el deterioro del valor final de la función de costo es solo de alrededor 
del 1%. 
 
6.5.2 Punto inicial 
El ejemplo del bloque simplemente apoyado con una carga vertical central (Figura 6.2) se 
usa para mostrar el efecto de los valores iniciales de los micro parámetros sobre el 
desempeño del algoritmo. El ejemplo fue resuelto para dos fracciones de volumen sólido, 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.3  y 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.5 . Los valores iniciales (6.49) para los micro 
parámetros (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ, 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) se establecieron usando cuatro criterios (Tabla 6.1): igual a los 
límites inferiores 𝑷𝑷𝒊𝒊𝒃𝒃 (6.42), igual a los límites superiores 𝑷𝑷𝒖𝒖𝒖𝒖 (6.43) e igual a los valores 
límite medios �𝑷𝑷𝒊𝒊𝒃𝒃 + 𝑷𝑷𝒖𝒖𝒖𝒖� 2⁄ , estos tres casos se resolvieron en combinación con valores 
iniciales de 0, 𝜋𝜋/2 y 𝜋𝜋 para los ángulos de orientación (𝜓𝜓1,𝜓𝜓2,𝜓𝜓3); el cuarto criterio usó 
valores aleatorios para los siete micro parámetros. El caso aleatorio se resolvió para diez 
conjuntos de valores distintos. La Tabla 6.2 muestra los resultados. Se encontró que 
cuando los micro parámetros iniciales son iguales a los límites inferiores la convergencia 
es más rápida (decenas de iteraciones), pero, en la mayoría de los casos, conducen a 
mínimos locales con valores altos de la función de costo. Los puntos de inicio iguales a 
los límites superiores de los micro parámetros presentaron el mejor rendimiento; 
Independientemente de los valores iniciales para los ángulos de orientación, todos 
lograron valores mínimos casi idénticos para la función de costo en un número similar de 
iteraciones (en el orden de cientos de iteraciones). Los puntos de partida con los valores 
medios de los micro parámetros presentaron comportamientos diversos; algunos análisis 
 
Figura 6.2. Ejemplo de un bloque simplemente apoyado con una carga vertical central. 
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lograron alcanzar los mismos valores finales para la función de costo que se lograron con 
micro parámetros iniciales iguales a los límites superiores. Ningún análisis alcanzó un 
valor de función de costo menor que el resultante después de establecer los valores 
iniciales de los micro parámetros iguales a sus límites superiores. 
 
Sobre la base de los resultados anteriores, se seleccionó como punto inicial los valores 
de los limites superiores de los micro parámetros. El mejor rendimiento de esta 
configuración se atribuye al hecho de que los límites superiores de los micro parámetros 
inducen una dirección de búsqueda inicial uniforme sobre todo el problema. Nótese que 
los valores máximos de (𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) producen microestructuras isotrópicas casi sólidas; 
en consecuencia, cualquier variación admisible de los micro parámetros dará como 
resultado una disminución de la rigidez y, por lo tanto, una reducción de la función de 
costo ℛ, de modo que el gradiente 𝜕𝜕ℛ 𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖⁄ ≤ 0 en todo el dominio del problema. Además, 
podría argumentarse que los gradientes 𝜕𝜕ℛ 𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖⁄  seguirán siendo negativos durante las 
etapas iniciales de la optimización, lo que ayuda a encaminar la solución hacia el mínimo 
global. 
 
Figura 6.3. Función de costo normalizada, ℛ ℛ0⁄ , en función del número de iteraciones para el ejemplo 
de la Figura 6.2; ℛ0 es el valor de la función objetivo en el punto inicial.  
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Semilla 𝐭𝐭𝐜𝐜 𝐭𝐭𝐡𝐡 𝐭𝐭𝐯𝐯 𝐭𝐭𝐞𝐞 𝛙𝛙𝟏𝟏 𝛙𝛙𝟐𝟐 𝛙𝛙𝟑𝟑 
1 0.06 0.06 0.06 0.60 0 0 0 
2 0.06 0.06 0.06 0.60 π/2 π/2 π/2 
3 0.06 0.06 0.06 0.60 π π π 
4 0.50 0.50 0.50 1.00 0 0 0 
5 0.50 0.50 0.50 1.00 π/2 π/2 π/2 
6 0.50 0.50 0.50 1.00 π π π 
7 0.95 0.95 0.95 1.40 0 0 0 
8 0.95 0.95 0.95 1.40 π/2 π/2 π/2 
9 0.95 0.95 0.95 1.40 π π π 
10 aleatorio 
Tabla 6.1. Valores iniciales de los micro parámetros geométricos y los ángulos de rotación analizados 
empleando el ejemplo del bloque simplemente apoyado con una carga vertical central (Figura 6.2). 
 





1 13 00:00:15 1.11 × 10−3 
2 24 00:00:27 7.20 × 10−2 
3 25 00:00:29 7.74 × 10−2 
4 448 00:08:29 6.13 × 10−2 
5 262 00:04:57 5.94 × 10−2 
6 236 00:04:33 5.94 × 10−2 
7 377 00:08:20 5.93 × 10−2 
8 703 00:16:26 5.93 × 10−2 
9 505 00:11:25 5.93 × 10−2 
10 406 00:14:01 5.93 × 10−2 
0.5 
1 9 00:00:11 6.62 × 10−2 
2 19 00:00:26 4.83 × 10−2 
3 10 00:00:18 5.71 × 10−2 
4 128 00:02:36 3.93 × 10−2 
5 118 00:02:01 3.93 × 10−2 
6 153 00:02:54 3.96 × 10−2 
7 230 00:04:58 3.92 × 10−2 
8 235 00:05:06 3.92 × 10−2 
9 227 00:04:22 3.92 × 10−2 
10 244 00:06:46 3.92 × 10−2 
Tabla 6.2. Resultados y tiempos de cálculo del ejemplo del bloque simplemente apoyado con una carga 
vertical central (Figura 6.2) para los distintos conjuntos de micro parámetros iniciales de en la Tabla 6.1. 
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6.5.3 Cálculo de la sensibilidad 
Mediante un estudio del tiempo de computo del algoritmo se identificó que el cálculo de 
sensibilidad de la función objetivo es uno de los procesos más demandantes. Por lo tanto, 
la selección de un método eficiente para el cálculo de la sensibilidad es clave para reducir 
el costo computacional del proceso de optimización. Las alternativas disponibles fueron 
descriptas en la Sección 6.3.4. El método adjunto (ver Sección 6.3.4.2) requiere la 
solución del problema adjunto (6.37) para cada función de costo ℛ , mientras que el 
método de directo (ver Sección 6.3.4.1) requiere una retro-substitución por cada uno de 
los parámetros de diseño en 𝑷𝑷226. En consecuencia, ya que en este trabajo se tiene una 
sola función de costo y una gran cantidad de parámetros de diseño, se deduce, a priori, 
que el método adjunto es el más eficiente. 
Lo expuesto en el párrafo anterior fue corroborado determinando los tiempos de cómputo 
de ambos métodos para múltiples ejemplos. Se concluyó que en todos los casos el 
método adjunto tiene un menor costo computacional, siendo la diferencia en tiempo 
respecto al método directo altamente dependiente del tamaño del problema. 
6.5.4 Evaluación de las funciones polinómicas 
A partir del estudio del tiempo de computo también se determinó que el segundo aspecto 
que se debía mejorar es la evaluación de las funciones polinómicas. Para esto, las 
funciones de evaluación de las interpolaciones polinómicas de 𝐶𝐶(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡)  y 𝐵𝐵𝐵𝐵/
𝑇𝑇𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡ℎ , 𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑡𝑡𝑡𝑡) así como también de sus derivadas fueron optimizadas usando el paquete 
CodeGeneration de Maple227. 
La Tabla  muestra los tiempos de computo del problema de la Figura 6.2 para 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.3 y 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.5 . Los resultados son el promedio de doce valores 
iniciales aleatorios para los micro parámetros y se muestran los valores de iteraciones y 
tiempo de computo promedio y máximo para cada caso. Se observa que el tiempo de 
cómputo para alcanzar la convergencia de la implementación con el método adjunto y los 
polinomios optimizados fue de solo un 0.5 % del requerido con el método directo y los 
















0.3 700 947 00:15:49 00:23:22 5.23 ± 0.01 × 10−2 
0.5 507 694 00:11:17 00:22:43 3.69 ± 0.01 × 10−2 
Tabla 6.3. Resultados obtenidos sobre el ejemplo de la Figura 6.2 utilizando el método adjunto para el 








0.3 843 63:13:38 5.23 × 10−2 
0.5 652 29:33:35 3.69 × 10−2 
Tabla 6.4. Resultados obtenidos sobre el ejemplo de la Figura 6.2 utilizando el método directo para el 
cálculo de la sensibilidad y polinomios sin optimizar. 
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6.5.5 Filtrado de los parámetros 
El tamaño del radio del filtro se parametrizó como un múltiplo del tamaño del elemento, 
de modo que 𝑟𝑟𝑟𝑟  =  𝑘𝑘𝑟𝑟 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡 , donde 𝑘𝑘𝑟𝑟  es el parámetro que define el tamaño y 𝑙𝑙𝑡𝑡  es el 
tamaño del elemento medio de la discretización de elementos finitos. Se investigó el 
efecto del radio del filtro para los dos problemas ilustrados en la Figura 6.4: (a) un panel 
sometido a una tracción uniforme, y (b) una viga en voladizo corta con una carga vertical 
puntual. Aunque los ejemplos son 2D, se resolvieron usando modelos 3D. Los modelos 
se discretizaron mediante una malla regular de 10 × 10 × 1  elementos hexaédricos 
isoparamétricos de ocho nodos a la que se aplicaron condiciones de contorno de 
desplazamiento para imitar una condición de deformación plana en el plano 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3. La 
restricción para la fracción de volumen global se estableció como 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.5 para 
ambos problemas. La Figura 6.5 ilustra los resultados para 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 0 (sin filtro aplicado), 
𝑘𝑘𝑟𝑟 = 1.5 y 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 2.9. Los símbolos indican las características de la microestructura en los 
centroides de los elementos finitos: la orientación de las cruces corresponde a las dos 
direcciones ortotrópicas contenidas en el plano, los tamaños son proporcionales a la 
rigidez y los colores indican la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
 
El panel sometido a tracción es el problema más exigente; se espera que produzca una 
distribución uniforme de microestructuras con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 constante y con la máxima rigidez 
alineada en la dirección de la fuerza. Los resultados de las Figura 6.5(a) muestran que la 
optimización no conduce a una microestructura uniforme cuando no se aplica el filtro (𝑘𝑘𝑟𝑟 =
0) ni cuando el filtro se extiende solo a los primeros elementos vecinos (𝑘𝑘𝑟𝑟 = 1.5). El filtro 
con 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 2.9, que se extiende sobre dos capas de elementos vecinos, produce la solución 
esperada. Vale la pena mencionar que la diferencia entre los valores de la función de 
costo resultante de la solución no filtrada y la filtrada con 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 2.9 es de solo el 2%. 
La solución para la viga en voladizo corta se compara con la de un análisis de optimización 
topológica mostrado en la Figura 6.6, que se calculó utilizando el programa top3dapp de 
Matlab desarrollado por Liu y Tovar (2014). La comparación con los resultados en las 
Figura 6.5(b) muestra que sin filtro, la distribución espacial resultante de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 se ajusta 
a la estructura de la viga del análisis de optimización topológica: las microestructuras en 
la parte sólida tienen los máximos de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 y rigidez, mientras que la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 y la rigidez 
de las microestructuras en la parte hueca son muy bajas. Como se esperaba, el filtro 
suaviza progresivamente la transición brusca en la distribución espacial de la 
 
Figura 6.4. Ejemplos empleados para el ajuste del radio del filtro: (a) un panel sometido a una tracción 
uniforme, y (b) una viga en voladizo corta con una carga vertical puntual. 
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microestructura; para 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 2.9 la estructura de la viga prácticamente ha desaparecido. A 
diferencia del panel sometido a tracción, el filtro tiene un efecto marcado en el valor final 
para la función de costo; el valor final de la función de costo para 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 2.9  es 
aproximadamente un 9% más alto que para 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 0. 
 







Figura 6.5. Resultados de los problemas de la Figura 6.4 en función del radio de filtro. Los símbolos 
indican las características de la microestructura en los centroides de los elementos finitos: la orientación 
de las cruces corresponde a las dos direcciones ortotrópicas contenidas en el plano, los tamaños son 
proporcionales a la rigidez y los colores indican la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
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Aunque el ajuste del filtro está sujeto a las características particulares y requisitos de 
continuidad del usuario para cada problema individual, el ejemplo del panel sometido a 
tracción permite inferir que un filtro que se extiende sobre dos capas de elementos vecinos 
remedia los efectos de checkerboard. Se debe tener en cuenta que, además de la 
corrección del checkerboard, el filtrado también se puede utilizar para mejorar la 
fabricabilidad de los diseños. 
 
6.6 CONCLUSIONES 
Este capítulo presenta un método para el diseño multiescala de sólidos elásticos de 
compliancia mínima con microestructuras celulares de hueso trabecular biomiméticas. El 
método utiliza un modelo de elementos finitos para la evaluación de la compliancia 
estructural, junto con el optimizador para problemas restringidos no lineales IPOpt (Interior 
Point Optimizer) de Wächter & Biegler53 para calcular los valores locales óptimos de los 
micro parámetros que definen la arquitectura y orientación microestructural. La 
microarquitectura celular parametrizada es la introducida por Kowalczyk41, que fue 
estudiada en detalle en el Capítulo 4. 
IPOpt demostró ser el más eficiente entre los algoritmos de optimización no lineales 
restringidos probados: conjunto activo, programación cuadrática secuencial y asíntotas 
móviles. IPOpt superó a los otros algoritmos en términos de costo computacional y 
eficiencia de la solución. 
Las características más destacadas de la implementación son: el uso de una metodología 
de superficie de respuesta precalculada (RSM) para la evaluación del tensor elástico de 
la microestructura en función de los micro parámetros, el uso de un método adjunto para 
el cálculo de la sensibilidad de la respuesta mecánica macroscópica a la variación de los 
micro parámetros, y el uso de la aproximación cuasi Newton para la evaluación de la 
matriz Hessiana. Estas tres características dan como resultado mejoras significativas en 
el desempeño del algoritmo. 
Se encontró que los valores predeterminados de los criterios de parada de IPOpt eran 
demasiado conservadores para la presente aplicación. Los criterios de parada tol = 10−5, 
acceptable_tol = 10−4 , acceptable_iter = 10 y acceptable_obj_change_tol = 
10−5 reducen el tiempo de cálculo en alrededor del 95% con respecto a la configuración 
 
Figura 6.6. Solución de referencia para el problema de la viga en voladizo corta; solución obtenida mediante 
optimización topológica usando la aplicación top3dapp de Liu y Tovar228. 
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predeterminada, mientras que el deterioro de la función de costo es solo de alrededor del 
1%. 
Los valores iniciales de los micro parámetros juegan un papel clave en la efectividad del 
algoritmo de optimización y en el tiempo de cálculo. El mejor rendimiento se obtuvo 
cuando los valores iniciales de los micro parámetros geométricos se establecieron iguales 
a sus límites superiores; los valores iniciales de los micro parámetros que determinan la 
orientación de las trabéculas no tienen efecto sobre el rendimiento del algoritmo. El mejor 
rendimiento de dicho ajuste se atribuye al hecho de que produce un gradiente negativo 
homogéneo de la rigidez con respecto a cualquier variación admisible de los micro 
parámetros sobre todo el dominio del problema. Se podría argumentar que ese gradiente 
negativo durante las etapas iniciales de la optimización ayuda a encaminar la solución 
hacia el mínimo global. 
Para remediar los efectos de checkerboard se utiliza un filtro ponderado sobre los micro 
parámetros que se extiende sobre dos capas de elementos vecinos. Se observó que este 
filtrado deteriora el valor final de la función de costo. Además de la corrección del 
checkerboard, el filtrado también podría usarse para mejorar la fabricabilidad de los 
diseños al limitar el gradiente espacial de los micro parámetros en el dominio de 
optimización. 
En el próximo capítulo, el método de optimización se utilizará para resolver una serie de 
casos de estudio y para el análisis del extremo proximal de un fémur. 
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 CASOS DE ANÁLISIS 
En el capítulo anterior se introdujo una herramienta para optimizar la rigidez de cuerpos 
sólidos con microestructuras trabeculares artificiales. En este capítulo se aplicará esta 
herramienta a la resolución de una serie de problemas. En primer lugar, se demostrará la 
efectividad de la herramienta mediante la solución de cuatro problemas de evaluación 
cuyos resultados se compararán con soluciones de referencia obtenidas empleando 
optimización topológica. Finalmente, se explorará la capacidad de la herramienta para 
reproducir la microestructura de un fémur proximal sometido a cargas fisiológicas 
normales. 
7.1 PROBLEMAS DE EVALUACIÓN 
El desempeño del método de optimización multiescala propuesto es demostrado para 
cuatro problemas de evaluación: un bloque simplemente apoyado con una carga vertical 
central, una viga en voladizo, una viga de Messerchimitt-Bolkow-Blohm (MBB) y una viga 
en forma de L. Las geometrías, dimensiones, cargas y condiciones de contorno de los 
problemas se muestran en la Figura 7.1. Se realizaron dos modelos para cada problema, 
uno sin filtrado (𝑘𝑘𝑟𝑟 = 0) y con un filtro de radio 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2.9 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡; el tamaño de elemento para 
todos los modelos es 𝑙𝑙𝑡𝑡 = 100 𝑚𝑚𝑚𝑚 y la carga 𝑃𝑃 = 100 𝑚𝑚. El bloque simplemente apoyado 
fue resuelto para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5, la viga en voladizo para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 =
0.3, y la viga MBB y la viga en forma de L para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.2. El número de variables 
de diseño de los problemas de optimización es de 56000  a 336000  para el bloque 
simplemente apoyado y la viga MBB, respectivamente (ver Tabla 7.1). En la Tabla 7.1 se 
reportan también la densidad (número de elementos no nulos dividido el número total de 
elementos) de las matrices que contienen las restricciones de desigualdad para los 
problemas con y sin el filtro, 𝑨𝑨𝑖𝑖𝑚𝑚𝑡𝑡𝑒𝑒 (6.45) y 𝑨𝑨�𝑖𝑖𝑚𝑚𝑡𝑡𝑒𝑒 (6.46), respectivamente. A pesar de que 
7 
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las densidades de las matrices son siempre muy bajas (menos de 10−3), es importante 
notar que la utilización del filtro aumenta la densidad en dos órdenes de magnitud. Todos 
los problemas fueron resueltos en un HP ML350p Gen8 con dos procesadores Intel Xeon 
E5-2620 y 136 GB de RAM. 
 
Los cuatro ejemplos también se resolvieron usando top3dapp para obtener soluciones de 
referencia. Las fracciones de volumen objetivo para top3dapp se especificaron con los 
valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 correspondientes a cada ejemplo; los parámetros para el filtro de 
escala de grises, la función de penalización y los criterios de parada se fijaron como en 
los ejemplos de Liu y Tovar228; Las discretizaciones de los modelos fueron las mismas 
que se usaron para la optimización multiescala. 
En la Tabla 7.1 se pueden ver los resultados para los números de iteraciones, los tiempos 
de cálculo y los valores finales de la función de costo, ℛ𝑝𝑝𝑖𝑖𝑚𝑚; también se muestran los 
valores finales de la función de costo de top3dapp, ℛ𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎3𝑑𝑑. Estos resultados muestran el 
 
Figura 7.1. Problemas de evaluación comparativa estándar empleados para la evaluación de la 
herramienta de optimización multiescala. (a) Bloque simplemente apoyado con una carga vertical 
central. Dimensiones: 1 𝑚𝑚 × 1 𝑚𝑚 × 1 𝑚𝑚. Malla: 20 × 20 × 20. (b) Viga en voladizo. Dimensiones: 
6 𝑚𝑚 × 2 𝑚𝑚 × 0.4 𝑚𝑚. Malla: 60 × 20 × 4. (c) Viga de Messerchimitt-Bolkow-Blohm (MBB). Dimensiones: 
12 𝑚𝑚 × 2 𝑚𝑚 × 2 𝑚𝑚. Malla: 120 × 20 × 20. (d) Viga en forma de L. Dimensiones: (1) 2 𝑚𝑚 × 4 𝑚𝑚 × 2 𝑚𝑚 (2) 
6 𝑚𝑚 × 2 𝑚𝑚 × 2 𝑚𝑚. Malla: (1) 20 × 40 × 20 (2) 60 × 20 × 20. 
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efecto del filtro en el rendimiento del algoritmo. El filtro disminuye el número de iteraciones, 
pero, al mismo tiempo, incrementa el tiempo de cómputo; claramente, la mayor 
complejidad de las restricciones de desigualdad debidas a la aplicación del filtro (que se 
refleja en el incremento de la densidad de 𝑨𝑨�𝑖𝑖𝑚𝑚𝑡𝑡𝑒𝑒 ) encarece las iteraciones. Los 
incrementos en el tiempo de cómputo dependen del problema; si bien es casi 
insignificante para la viga en voladizo (menos del 2%), casi triplica el tiempo de cómputo 
para la viga MBB y la viga en forma de L. Al mismo tiempo, el filtro deteriora el valor final 
de la función de costo. Los incrementos de ℛ𝑝𝑝𝑖𝑖𝑚𝑚 con el filtro van desde el 5% para la viga 
MBB hasta el 14% para la viga en forma de L. En todos los casos, la optimización 
multiescala produce mejores resultados (valores más bajos para ℛ) que top3dapp; la 
mejora relativa va desde el 14% para la viga en forma de L hasta el 75% para el bloque 
simplemente apoyado. Resultados similares son reportados por autores que han 
implementado algoritmos de optimización topológica concurrente en la macro y la micro 
escala229. 
 
Las Figuras 7.2 a 7.5 muestran las soluciones filtradas de los cuatro problemas: en las 
subfiguras (a) se pueden ver las distribuciones espaciales de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵; las subfiguras (b) 
muestran mapas de la ortotropía y la rigidez de las trabéculas en los planos indicados en 
las subfiguras (a); en las subfiguras (c) muestran las zonas ocupadas por las 
microestructuras con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≥ 0.3; las subfiguras (d) son las soluciones obtenidas con 
top3dapp; y las subfiguras (e) ilustran las microestructuras resultantes en las posiciones 
indicadas en (a). Estos resultados permiten observar que las zonas donde se ubican las 
microestructuras artificiales con las fracciones volumétricas más altas (ver subfiguras (a) 





































































0 3.5 ∙ 10−5 861 03:17:05 113.57 
351.65 
2.9 2.8 ∙ 10−3 421 06:14:17 125.17 
0.3 
0 3.5 ∙ 10−5 525 01:24:27 82.94 
294.17 
2.9 2.8 ∙ 10−3 214 01:55:48 88.45 
0.4 
0 3.5 ∙ 10−5 598 02:02:41 69.51 
270.41 
2.9 2.8 ∙ 10−3 224 02:48:13 72.15 
0.5 
0 3.5 ∙ 10−5 863 03:15:35 62.19 
258.71 
2.9 2.8 ∙ 10−3 92 01:10:15 63.89 
(b) 0.3 33600 
0 6.0 ∙ 10−5 908 01:07:27 6219.81 
9666.67 
2.9 3.9 ∙ 10−3 553 01:08:17 6560.14 
(c) 0.2 336000 
0 6.0 ∙ 10−6 648 11:57:58 887.03 
1503.20 
2.9 5.0 ∙ 10−4 370 34:24:23 936.32 
(d) 0.2 280000 
0 7.1 ∙ 10−6 767 17:07:45 3248.42 
4358.63 
2.9 5.9 ∙ 10−4 599 63:55:01 3743.70 
Tabla 7.1. Resultados obtenidos sobre los problemas de evaluación comparativa estándar mostrados en 
la Figura 7.1. 
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aún, las microestructuras con los 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 más altos (por ejemplo, las microestructuras 
designadas como (1) y (2) en las subfiguras (e)) se encuentran mayormente en los limites 
exteriores de las estructuras obtenidas empleando optimización topológica. Esta última 
observación es coherente con el hecho de que para problemas dominados por flexión 
(como las vigas en voladizo, MBB y en forma de L), la optimización topológica resulta en 
estructuras abiertas, siendo las vigas en la periferia aquellas que más contribuyen a la 
rigidez global. La fracción volumétrica de las microestructuras se reduce marcadamente 
fuera de estas regiones periféricas, según los patrones de la fase sólida de la optimización 
topológica (ver subfiguras (b)). Este comportamiento es especialmente evidente para la 
viga MBB, cuyo mapa de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 sobre el plano mostrado en la Figura 7.4(b) reproduce el 
“agujero” que resulta del análisis de optimización topológica (Figura 7.4(d)). 
Finalmente, se estudió la anisotropía de las soluciones. Con este objetivo, los tensores 
elásticos resultantes en los puntos de muestreo del cuerpo (los centroides de los 
elementos finitos) fueron descompuestos en la suma de sus clases de simetría isotrópica, 
hexagonal, tetragonal y ortorrómbica, 
𝑪𝑪 = 𝑪𝑪𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 + 𝑪𝑪ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 + 𝑪𝑪𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑪𝑪𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 , (7.1) 
y normalizados tal que 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 + 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 = 1. (7.2) 
Los cálculos para la descomposición y la normalización de los tensores de elasticidad fue 
realizada usando el Matlab Seismic Anisotropy Toolkit (MSAT) de Walker y Wookey170. 
La Figura 7.6 presenta las clases de simetría normalizadas (7.2) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 
para las soluciones no filtradas de la viga MBB. También se incluyen en la Figura 7.6 las 
estimaciones del valor mínimo posible para el 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚 y los valores máximos posibles de 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒, 
𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 y 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟𝑡𝑡 de la microestructura parametrizada. Estos límites se calcularon mediante una 
versión adaptada del algoritmo de búsqueda de patrones introducido en la Sección 4.3. 
La Figura 7.6 muestra que, cuando no se utiliza ningún filtro, los resultados de la clase de 
simetría se agrupan a lo largo de líneas. A continuación, vamos a analizar en detalle las 
microestructuras asociadas a las líneas marcadas en verde en la Figura 7.7, cuyos micro 
parámetros se presentan en la Figura 7.8. Se observa que los valores de los micro 
parámetros siguen un patrón determinado: 𝑡𝑡ℎ = 𝑡𝑡𝑐𝑐 , 𝑡𝑡𝑣𝑣 = 0.95 y 0.60 ≥ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ≥ 0.65, lo que 
está de acuerdo con las restricciones en las ecuaciones (4.11) y (4.12). Claramente, el 
agrupamiento de los resultados es consecuencia de las restricciones sobre los micro 
parámetros. Las otras líneas indicadas en la Figura 7.7 presentaron comportamientos 
similares. Es importante señalar que las microestructuras asociadas a cada una de las 
líneas no se encuentran agrupadas en regiones específicas del modelo, sino que se 
extienden en todo el dominio sin ningún patrón específico. 
La Figura 7.9 muestra las fracciones de las clases de simetría en fracción de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para 
la solución filtrada. Se puede observar que el filtrado desagrupa los resultados de las 
clases de simetría, que ahora se extienden sobre los espacios factibles. En las Figura 
7.10(a) y (b) se comparan los valores de los micro parámetros de todos los puntos de 
muestreo de las soluciones sin filtrar y filtrada, respectivamente. Se observa que el filtrado 
también desagrupa los valores de los micro parámetros, que presentan algunas 
dispersiones. De todos modos, aún se puede reconocer el patrón general mostrado en la 
solución sin filtrar. En este sentido, la mayor diferencia consiste en la desaparición por 
efecto del filtro de los valores extremos 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1.4. 
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Figura 7.2. Resultados obtenidos sobre el modelo (a) de la Figura 7.1 empleando un filtro sobre los 
parámetros de diseño. En (a) se muestra la fracción volumétrica de las trabéculas contenidas en cada 
elemento. En (b) se puede ver el corte por el plano mostrado en (a). Las barras están orientadas según 
las direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y su dimensión representa el módulo 
de elasticidad en esas direcciones. En la figura (c) se muestran solamente los elementos con una 
fracción volumétrica mayor a 0.30; la leyenda de colores muestra la fracción volumétrica en cada uno de 
los puntos de muestreo. En (d) se muestra la optimización topológica realizada empleando el top3dapp. 
En (e) se puede ver la geometría, la fracción volumétrica y los micro parámetros geométricos de las 
trabéculas artificiales ubicadas en los puntos marcados en (a) y (c). 
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Figura 7.3. Resultados obtenidos sobre el modelo (b) de la Figura 7.1 empleando un filtro sobre los 
parámetros de diseño. En (a) se muestra la fracción volumétrica de las trabéculas contenidas en cada 
elemento. En (b) se puede ver el corte por el plano mostrado en (a). Las barras están orientadas según 
las direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y su dimensión representa el módulo 
de elasticidad en esas direcciones. En la figura (c) se muestran solamente los elementos con una 
fracción volumétrica mayor a 0.30; la leyenda de colores muestra la fracción volumétrica en cada uno de 
los puntos de muestreo. En (d) se muestra la optimización topológica realizada empleando el top3dapp. 
En (e) se puede ver la geometría, la fracción volumétrica y los micro parámetros geométricos de las 
trabéculas artificiales ubicadas en los puntos marcados en (a). 
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Figura 7.4. Resultados obtenidos sobre el modelo (c) de la Figura 7.1 empleando un filtro sobre los 
parámetros de diseño. En (a) se muestra la fracción volumétrica de las trabéculas contenidas en cada 
elemento. En (b) se puede ver el corte por el plano mostrado en (a). Las barras están orientadas según 
las direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y su dimensión representa el módulo 
de elasticidad en esas direcciones. En la figura (c) se muestran solamente los elementos con una 
fracción volumétrica mayor a 0.30; la leyenda de colores muestra la fracción volumétrica en cada uno de 
los puntos de muestreo. En (d) se muestra la optimización topológica realizada empleando el top3dapp. 
En (e) se puede ver la geometría, la fracción volumétrica y los micro parámetros geométricos de las 
trabéculas artificiales ubicadas en los puntos marcados en (a). 
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Figura 7.5. Resultados obtenidos sobre el modelo (d) de la Figura 7.1empleando un filtro sobre los 
parámetros de diseño. En (a) se muestra la fracción volumétrica de las trabéculas contenidas en cada 
elemento. En (b) se puede ver el corte por el plano mostrado en (a). Las barras están orientadas según 
las direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y su dimensión representa el módulo 
de elasticidad en esas direcciones; la leyenda de colores muestra la fracción volumétrica en cada uno 
de los puntos de muestreo. En la figura (c) se muestran solamente los elementos con una fracción 
volumétrica mayor a 0.30. En (d) se muestra la optimización topológica realizada empleando el 
top3dapp. En (e) se puede ver la geometría, la fracción volumétrica y los micro parámetros geométricos 
de las trabéculas artificiales ubicadas en los puntos marcados en (a). 
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Figura 7.6. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución no filtrada del ejemplo de la viga MBB. 
 
Figura 7.7. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución no filtrada del ejemplo de la viga MBB. 
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Figura 7.8. Micro parámetros geométricos para las microestructuras a lo largo de la línea verde de la 
Figura 7.7; solución sin filtro. Para mantener la figura clara no se muestran todos los resultados. 
 
Figura 7.9. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución filtrada del ejemplo de la viga MBB. 
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Finalmente, estudiamos la distribución 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 macroscópica sobre la viga MBB. La Figura 
7.11 muestra los histogramas de la fracción de volumen del cuerpo acumulada en función 
de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  para las soluciones sin filtrar y filtradas. Ambas soluciones muestran una 
transición pronunciada para microestructuras con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≈ 0.1; las microestructuras con 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.1  cubren del 0.25  al 0.30  del volumen del cuerpo, mientras que las 
microestructuras con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≳ 0.1 cubren el restante 0.65 a 0.70. El efecto principal del 
 
Figura 7.10. Micro parámetros geométricos para todas las microestructuras de la (a) solución filtrada y 
(b) solución sin filtro. Para mantener la figura clara no se muestran todos los resultados. 
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filtrado es para 1 < 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.2. Para la solución no filtrada la fracción acumulada del 
volumen se incrementa desde aproximadamente 0.8 a 0.9 cuando 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 va desde 0.2 a 
0.95y presenta un incremento abrupto de 0.9 a 1 en 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.95. Por el contrario, para 
la solución filtrada, la fracción de volumen acumulada aumenta gradualmente con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, 
hasta alcanzar el valor unitario para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.9 . Los otros ejemplos estudiados 
presentan comportamientos análogos a los de la viga MBB con respecto al 
“agrupamiento” de las simetrías elásticas y de los valores de los micro parámetros con la 






Figura 7.11. Histogramas acumulativos de la fracción de volumen del cuerpo en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para 
el ejemplo de la viga MBB: (a) solución sin filtro y (b) filtradas. 
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7.2 EXTREMO PROXIMAL DEL FÉMUR 
7.2.1 Descripción del problema y el modelo 
Se propone en este último ejemplo explorar la habilidad de la metodología de optimización 
desarrollada para reproducir la microestructura de un hueso natural. El estudio se realiza 
sobre el extremo proximal de un fémur sometido a cargas fisiológicas, que es un caso 
muy común de análisis ampliamente reportado en la bibliografía. 
Para la geometría del modelo se adopta la del fémur izquierdo estandarizado propuesto 
por Viceconti230, la cual se muestra en la Figura 7.12(a). En esta figura se pueden ver 
también los planos anatómicos que determinan el sistema global de referencia: el plano 
sagital, que divide al cuerpo en una parte izquierda y una derecha, el plano coronal, que 
lo divide en las secciones ventral y dorsal, y el plano transversal, que divide en una parte 
superior y una inferior. En la Figura 7.12(b) se pueden ver las cargas y las condiciones de 
contorno de desplazamiento impuestas al modelo; el extremo distal del modelo está 
simplemente apoyado (la misma simplificación para esta condición de contorno es 
utilizada por otros autores, como por ejemplo Tsouknidas et al.231 y Sarikanat y Yildiz232) 
mientras que sobre el trocánter mayor y la cabeza en el extremo proximal se aplican las 
fuerzas ejercidas por el músculo abductor (𝑃𝑃𝑎𝑎) y la cadera (𝑃𝑃ℎ), respectivamente. Las 
magnitudes y orientaciones de las fuerzas 𝑃𝑃𝑎𝑎 y 𝑃𝑃𝑒𝑒 corresponden a las cargas promedio de 
la marcha de un humano adulto que realiza 10000 ciclos diarios232. Los valores de las 
fuerzas, que se distribuyen en forma uniforme sobre las áreas indicadas en rojo en la 
Figura 7.12(b), se dan en la Tabla 7.2. 
La Figura 7.12(c) ilustra la discretización de elementos finitos, para la que se utilizaron 
217115 elementos tetraédricos lineales con un tamaño uniforme a lo largo de todo el 
modelo. Para el material de las trabéculas se seleccionó un módulo de elasticidad 𝐸𝐸 =
1 𝑀𝑀𝑃𝑃𝐼𝐼 y un coeficiente de Poisson 𝜐𝜐 = 0.3. 
 
 
Figura 7.12. Sección de hueso femoral analizado. En (a) se pueden ver los planos principales, en (b) se 
muestran las cargas y condiciones de contorno empleadas en el modelo de FE, y en (c) se muestra la 
malla de elementos finitos empleada. 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  
LUCAS COLABELLA 136 
 
 
No se encontraron en la bibliografía datos sobre la fracción de volumen del hueso 
completo como función del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 (información similar a la reportada en las Figura 7.11 
para los casos de estudio de la Sección 7.1); la información disponible está fragmentada 
y corresponde a zonas específicas del hueso233,234. 
Para contar con información sobre el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  de un hueso completo, se realizó una 
tomografía computada del fémur de un hombre adulto sano. La tomografía se practicó en 
el Instituto Radiológico de Mar del Plata. En la Figura 7.13 se muestran tres vistas del 
estudio: (a) una en el plano coronal y dos en el plano transversal a las alturas de la (b) 
epífisis y de la (c) diáfisis. Las tomografías tienen un tamaño de voxel de 900 micrones, 
tamaño que es próximo al espaciado intertrabecular típico (ver por ejemplo Tabla 5.2). 
Los tonos de gris en la Figura 7.13 indican la densidad del material tomografiado, tal que 
el negro corresponde al aire y el blanco al hueso compacto. Es posible correlacionar el 
tono de gris de la tomografía con la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 sobre el dominio del hueso al asociar el valor 
de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0 con el mayor tono de gris (zonas de médula ósea sin tejido sólido que se 
aloja en el interior del canal medular en la zona más distal del modelo) y 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 = 1 al 
menor tono de gris (hueso cortical compacto que forma las paredes del canal medular). 
Para esto se segmentaron las tomografías en la zona del fémur y se obtuvo el campo de 
densidad en unidades Hounsfield (UH). El valor de UH de cada voxel fue luego 
correlacionado con el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  según la hipótesis antes mencionada y, finalmente, los 
resultados de BV/TV se utilizan para construir el histograma acumulativo de la Figura 7.14. 
Si se considera que el valor máximo de  𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 del hueso trabecular es aproximadamente 
0.45 (ver Capítulo 2), se infiere de la Figura 7.14 que el hueso trabecular se extiende 
aproximadamente sobre el 45% del volumen del hueso; por su parte, si se asocia al hueso 
cortical un 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 mínimo de 80% puede decirse que este representa el 40% del volumen 
total del hueso y el 15% restante está en la transición entre las dos microestructuras. Con 
los datos del histograma se estimó también la fracción solida del fémur completo, la que 
resultó 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑟𝑟é𝑝𝑝𝑢𝑢𝑟𝑟 = 0.56. No se debe perder de vista que todas estas cuantificaciones 
del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 corresponden a un único individuo y deben por lo tanto considerarse solo como 
indicativas, ya que existen importantes variaciones entre indivíduos233,235. 
A la vista de los datos y observaciones anteriores, se realizan las siguientes 
consideraciones para el análisis de optimización multiescala: 
1) Aun cuando la microestructura artificial ha sido desarrollada para mimetizar el 
comportamiento elástico del hueso trabecular, será asimilada al hueso cortical para 
valores elevados de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
2)  En atención a la brusca transición que existe entre las regiones con hueso trabecular 
y cortical, los análisis de optimización se realizarán sin aplicar el filtro sobre los micro 
parámetros geométricos.  
3) El análisis se realizará para cuatro valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒, 0.37, 0.45, 0.50 y 0.60, que 
cubren el rango estimado a partir de la información en la bibliografía. 
 Fuerza (N) Inclinación respecto 
al plano sagital 
Inclinación respecto 
al plano coronal 
Ph 2317 24º 6º 
Pa 703 28º 15º 
Tabla 7.2. Cargas utilizadas en la optimización de la sección del fémur mostrada en la Figura 7.12. 
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7.2.2 Resultados y discusión 
La Tabla 7.3 reporta el valor alcanzado para la función objetivo, la cantidad de iteraciones 
y el tiempo de cálculo en los cuatro casos analizados. Tal como se esperaba, el valor final 
de la función de costo disminuye con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒, lo que significa que el fémur se rigidiza 
con el aumento de la fracción de la fase sólida. 
 
Figura 7.13. Tomografía del fémur de un hombre adulto sano: vista del (a) plano coronal y del plano 
transversal a las alturas de la (b) epífisis y de la (c) diáfisis. 
 
Figura 7.14. Histograma acumulativo de la fracción de volumen del cuerpo en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para el 
fémur de un hombre adulto sano. 
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En la Figura 7.15 se muestran los histogramas con las fracciones volumétricas 
acumuladas en función del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para los cuatro casos. Se puede observar que todos 
presentan un mismo patrón con dos grupos bien diferenciados de microestructuras: uno 
con baja fracción de volumen sólido, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.20,  y otro con valores próximos al 
máximo, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≈ 1 ; estos dos grupos se denominarán en lo que sigue como 
microestructuras “trabeculares” y “corticales”, respectivamente. A partir de la comparación 
de los resultados para los cuatro casos se encuentra que la restricción 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 afecta 
la fracción del volumen del cuerpo que ocupan las microestructuras trabeculares, que 
pasa de alrededor del 70% para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.37 a aproximadamente 40% para 𝐵𝐵𝐵𝐵/
𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.60; la diferencia se compensa con el incremento de la fracción de volumen de 
microestructuras corticales, que pasa del 30% al 50% con el incremento de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
Más allá de que el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≈ 0.2  de las microestructuras trabeculares es muy bajo 
respecto del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 del hueso trabecular real, es interesante observar que la optimización 
reprodujo el patrón de dos grupos de microestructuras del hueso real de la Figura 7.14; 
más aún, la optimización llevó este patrón hasta prácticamente su extremo al casi 
prescindir de microestructuras en el rango intermedio de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
Las Figuras 7.16 a 7.20 muestran la distribución espacial de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵; las Figuras 7.16, 
7.17, 7.18 y 7.19 muestran vistas 3D, de la cara posterior, de la cara anterior y de un corte 
coronal, respectivamente, y la Figura 7.20 muestra cortes en planos transversales a las 
alturas de la epífisis y de la diáfisis. En todos los casos, los mapas de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 
corresponden a valores promedio nodales; este suavizado de los resultados remedia 
patrones de checkerboard que resultaron en las zonas con mayor gradiente de la solución. 
Los resultados en las figuras muestran que, en general, la distribución de microestructuras 
trabeculares y corticales reproduce la del hueso natural de la Figura 7.13: en la diáfisis, la 
optimización genera un canal de microestructuras trabeculares con paredes de 
microestructura cortical, mientras que en la epífisis domina el hueso trabecular. 
La Figura 7.20 permite observar que el canal medular no resulta perfectamente centrado, 
sino que está casi en contacto con la cara posterior del hueso (ver Figura 7.17). El 
incremento de la 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 resulta en un estrechamiento progresivo del canal medular; 
para las fracciones sólidas globales 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0,50 y 0.60 la sección del canal medular 
resulta menor al del hueso real. Se puede argumentar que la falta de simetría en el canal 
medular es consecuencia del caso de carga adoptado para el modelo; es probable que 
una hipótesis de carga más precisa que considere la acción de una mayor cantidad de 
músculos resulte en una distribución de esfuerzos más simétrica sobre la diáfisis, que 
lleve a una mejor predicción de la forma del canal medular. 
𝑩𝑩𝑩𝑩/𝑻𝑻𝑩𝑩𝒎𝒎𝒂𝒂𝒙𝒙 Iteraciones Tiempo 
(hh:mm:ss) 
𝓡𝓡 (𝑵𝑵 ∙ 𝒎𝒎𝒎𝒎) 
0.37 670 09:17:11 0.17 
0.45 663 11:39:44 0.16 
0.50 736 12:06:54 0.15 
0.60 524 09:13:44 0.14 
Tabla 7.3. Resultados obtenidos para la optimización de la sección del fémur mostrada en la Figura 7.12 
empleando diferentes valores para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
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Figura 7.15. Histogramas acumulativos de la fracción de volumen del cuerpo en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para 
el modelo del fémur mostrado en la Figura 7.12 con (a) 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.37, (b) 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.45, (c) 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.50 y (d) 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.60. 
 
Figura 7.16. Vista en 3D con la distribución espacial de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para el modelo del fémur mostrado en la 
Figura 7.12 con diferentes valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
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Figura 7.17. Vista posterior con la distribución espacial de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para el modelo del fémur mostrado en 
la Figura 7.12 con diferentes valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
 
 
Figura 7.18. Vista anterior con la distribución espacial de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para el modelo del fémur mostrado en 
la Figura 7.12 con diferentes valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
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Para complementar el análisis de los resultados en la epífisis, se ilustran en la Figura 7.22 
los resultados de las direcciones principales de anisotropía y la rigidez relativa. En la 
Figura 7.21 se muestra un esquema con la identificación y denominación de los 
principales haces de trabéculas en un hueso real realizado por von Meyer236 (subfigura 
(a)) y las densidades calculadas a partir de imágenes de tomografía computada 
reportados por Jacobs et al.237 (subfigura (b)). Se encuentra que los modelos reproducen 
patrones de microestructuras de alto 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 cuyas disposiciones y alineaciones pueden 
ser asimilados a la de los haces compresivo principal y trocantéreo. Es evidente que la 
predicción de estos dos únicos haces está asociada a que el modelo solo considera las 
fuerzas de los músculos abductor y de la cadera, cuyos puntos de anclaje sobre el hueso 
coinciden con los extremos de los haces predichos. Como para el análisis de la epífisis, 
se espera que el refinamiento de la hipótesis de carga mediante la incorporación de más 
músculos anclados en la epífisis del fémur resulte en una predicción más completa de los 
haces trabeculares. 
La predicción de los haces compresivo principal y trocantéreo resultan más marcados y 
de mayor sección con el aumento del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 , ver Figuras 7.16, 7.19 y 7.22. 
Claramente, los valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  en la zona de los haces exceden los del hueso 
trabecular y alcanzan los del hueso cortical. Sin embargo, a pesar de este desvío en los 
valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, es interesante notar que las direcciones de anisotropía predichas por 
el modelo para los haces coinciden con las de los huesos reales. En la Figura 7.23 se 
ilustran las microestructuras artificiales predichas para para puntos característicos del 
modelo con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.50. 
 
 
Figura 7.19. Corte coronal con la distribución espacial de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para el modelo del fémur mostrado en 
la Figura 7.12 con diferentes valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
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Figura 7.20. Cortes transversales en planos a las alturas de la epífisis y de la diáfisis con la distribución 




Figura 7.21. (a) Esquema con la identificación y denominación de los principales haces de trabéculas 
en un hueso real realizado por von Meyer236. (b) Densidades calculadas a partir de imágenes de 
tomografía computada reportados por Jacobs et al.237. 
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Figura 7.22. Resultados obtenidos en un corte por un plano paralelo al plano coronal para la 
optimización de la sección del fémur mostrada en la Figura 7.12 para diferentes valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. 
Las barras están orientadas según las direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y 
su dimensión representa el módulo de elasticidad en esas direcciones. 
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Figura 7.23. Geometría de las trabéculas artificiales para diferentes puntos para el modelo de la sección 
de fémur mostrada en la Figura 7.12 con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.50. 
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Figura 7.24. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos 
de muestreo para el modelo de la sección de fémur mostrada en la Figura 7.12 con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.37. 
 
 
Figura 7.25. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos 
de muestreo para el modelo de la sección de fémur mostrada en la Figura 7.12 con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.60. 
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  
LUCAS COLABELLA 146 
 
En las Figuras 7.24 y 7.25 se muestran los resultados de las simetrías elásticas en función 
del  𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 para los casos extremos de la fracción sólida analizados, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.37 y 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.60, respectivamente. Se encuentra que, como para los casos de estudio 
de la Sección 7.1, las microestructuras de los modelos se agrupan en ramas o familias. 
Se puede observar que ambos juegos de resultados presentan el mismo patrón general. 
La diferencia más marcada se presenta para la familia de microestructuras indicada en 
gris, que corresponde a las microestructuras trabeculares; mientras que para 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.37  esta se localiza sobre bandas bien marcadas y estrechas, para 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.60 se extiende sobre el rango 0.05 ≤ 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.25. 
Los resultados anteriores permiten identificar dos diferencias principales entre las 
predicciones del modelo y las características del hueso natural: 
1. El modelo produce transiciones bruscas entre las zonas con microestructuras 
trabeculares y corticales, las que son más abruptas que las observadas en el 
hueso real. Este comportamiento es particularmente perjudicial para las 
predicciones de microestructura en la epífisis, para las que se obtienen haces 
trabeculares con fracciones sólidas de hueso cortical. La aplicación del filtro sobre 
los micro parámetros podría mitigar este comportamiento. En este sentido se 
realizó una prueba con un filtro con 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 0.6, del que en la Figura 7.26 se presenta 
el histograma resultante para las fracciones volumétricas acumuladas en función 
del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  para el caso 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.50 . Se observa que, en efecto, la 
aplicación del filtro suaviza la transición entre las microestructuras trabeculares y 
corticales, pero al mismo tiempo, elimina las microstructuras trabeculares de baja 
fracción de volumen que sí están presentes en el hueso natural (ver Figura 7.14). 
Queda como trabajo futuro explorar el desempeño del filtro para otros valores de 
𝑘𝑘𝑟𝑟 y estudiar otras alternativas para mejorar las predicciones del modelo, como 
 
Figura 7.26. Histograma acumulativo de la fracción de volumen del cuerpo en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 
obtenido aplicando un filtro sobre los micro parámetros geométricos con 𝑘𝑘𝑟𝑟 = 0.6 al modelo del fémur 
mostrado en la Figura 7.12 con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.50. 
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por ejemplo la implementación de restricciones locales sobre la fracción de 
volumen sólido como en Wu et al.238 
2. El modelo predice exitosamente las principales características de la disposición 
especial de las microestructuras trabeculares y corticales en el fémur. En principio, 
los desajustes encontrados entre las predicciones del modelo y la información de 
las imágenes médicas y la bibliografía son atribuidas a las simplificaciones en la 
hipótesis de carga. Se espera que la utilización de hipótesis de carga más 
precisas, que incorporen un mayor detalle de las fuerzas musculares, resulte en 
predicciones más cercanas a la microestructura del hueso real. 
7.3 CONCLUSIONES 
En este capítulo se utilizó la herramienta de optimización computacional introducida en el 
capítulo anterior para resolver cuatro problemas de evaluación – un bloque simplemente 
apoyado con una carga vertical central, una viga en voladizo, una viga de Messerchimitt-
Bolkow-Blohm (MBB) y una viga en forma de L – y el extremo proximal del fémur para 
explorar la capacidad del método para reproducir la microestructura de un hueso real.  
En los problemas de evaluación se estudió con mayor profundidad el filtro sobre los micro 
parámetros. Se observó que el filtrado disminuye el número de iteraciones, pero aumenta 
el tiempo de cálculo debido a la mayor complejidad de las restricciones de desigualdad. 
Se encontró que los incrementos en el tiempo de computo dependen del problema; el 
aumento fue mínimo para la viga en voladizo, mientras que casi triplicó el tiempo de 
cálculo para la viga MBB y la viga en forma de L. Además, el filtrado deteriora el valor 
resultante de la función de costo. Los incrementos en el valor final de la función de costo 
fueron de entre 5% y 14% para los ejemplos considerados en el trabajo. 
Los resultados de optimización multiescala son coherentes con las soluciones de 
optimización topológica de referencia. La optimización multiescala coloca las 
microestructuras con el 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  más alto en el lugar de los elementos sólidos de la 
optimización topológica. En todos los casos, la optimización multiescala produjo diseños 
más eficientes (estructuras más rígidas para la misma fracción de volumen sólido global) 
que la optimización topológica. Las mejoras relativas en la función de costo variaron entre 
14% al 75%. Resultados similares son reportados por autores que han implementado 
algoritmos de optimización topológica concurrente en la macro y la micro escala229. 
Cuando se analizan las microestructuras resultantes en términos de sus clases de 
simetría elásticas, se encontró que en el análisis sin filtrar se concentran en grupos con 
patrones consistentes. El filtrado desensambla tales agrupaciones, y las microestructuras 
resultantes se extienden sobre una gran parte de los espacios factibles. 
La geometría del extremo proximal del fémur fue sometida a la acción de las cargas 
fisiológicas correspondientes a la marcha de un humano adulto que realiza 10000 ciclos 
diarios. Se utilizaron cuatro restricciones 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 distintas: 0.37, 045, 0.50 y 0.60.  
El modelo predice exitosamente las principales características de la disposición espacial 
de las microestructuras trabeculares y corticales en el fémur. Todos los modelos resueltos 
presentan un mismo patrón con dos grupos bien diferenciados de microestructuras: uno 
con baja fracción de volumen sólida, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≲ 0.20 (hueso trabecular), y otro con valores 
próximos al máximo, 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 ≈ 1 (hueso cortical). Si bien este patrón corresponde al del 
hueso real, la transición entre hueso trabecular y cortical del modelo es mucho más 
marcada que en el hueso real. 
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El canal medular que resulta de los modelos no está perfectamente centrado en la diáfisis, 
sino que está casi en contacto con la cara posterior del hueso. El incremento de la 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 resulta en un estrechamiento progresivo del canal medular; para las fracciones 
sólidas globales 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0,50 y 0.60 la sección del canal medular resulta menor que 
la del hueso real. Se puede argumentar que la falta de simetría en el canal medular es 
consecuencia del caso de carga adoptado para el modelo; es probable que una hipótesis 
de carga más precisa que considere la acción de una mayor cantidad de músculos resulte 
en una distribución de esfuerzos más simétrica sobre la diáfisis, y, por lo tanto, una mejor 
predicción de la forma del canal medular. 
Los modelos reproducen en la epífisis del hueso patrones de microestructuras de alto 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵  cuyas disposiciones y alineaciones pueden ser asimilados a la de los haces 
compresivo principal y trocantéreo. Estos patrones resultan más marcados y de mayor 
sección con el aumento del 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒. Los valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en la zona de los haces 
exceden los del hueso trabecular y alcanzan los del hueso cortical. Sin embargo, a pesar 
de este desvío en los valores de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, es interesante notar que las direcciones de 
anisotropía predichas por el modelo para los haces coinciden con las de los huesos reales. 
De forma similar a los resultados de la diáfisis, se considera que una hipótesis de carga 
más precisa, que considere la acción de una mayor cantidad de músculos, resultaría en 
una mejor predicción. 
La herramienta de optimización necesita de la calibración del filtro o de la implementación 
de un nuevo esquema de suavizado para modelar las transiciones entre microestructuras 
trabeculares y corticales.
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 CONCLUSIONES Y 
TRABAJO FUTURO 
8.1 RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
Se reseñan a continuación los principales resultados y conclusiones del trabajo: 
• Se desarrolló un esquema de homogenización computacional asintótica para 
determinar las propiedades elásticas del hueso trabecular mediante el método de 
FFT. El esquema probó ser versátil y efectivo para el análisis de microestructuras 
trabeculares naturales y artificiales. Esta es una aplicación pionera del método de las 
FFT al modelado del hueso trabecular, por lo que se obtuvieron resultados originales 
sobre pautas para la preparación de los modelos y el análisis de los resultados. Las 
principales conclusiones son: 
- Para el modelado de muestras naturales, el empleo de un RVE de al menos 
cuatro espaciados intertrabeculares de lado permite obtener propiedades 
elásticas independientes del tamaño. 
- Los modelos de las muestras naturales precisan de un tamaño de voxel menor o 
igual a un décimo del espesor trabecular para que resulten errores menores al 
2% en las estimaciones del tensor elástico homogenizado; las muestras 
artificiales necesitan de un tamaño de voxel aproximadamente cinco veces 
menores para alcanzar el mismo nivel de precisión. 
- La fase hueca de las microestructuras trabeculares debe ser modelada con una 
rigidez, al menos, 104  veces menor a la del tejido óseo para que resulten 
estimaciones del tensor elástico homogenizado con errores menores al 1%. Este 
8 
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ajuste resulta en un compromiso razonable entre la precisión y el costo 
computacional. 
- Las propiedades elásticas efectivas son determinadas mediante la extrapolación 
lineal de los resultados de dos modelos con tamaños de voxel menores a un 
décimo del espesor trabecular. 
 
• Se diseñó una microestructura artificial que mimetiza el comportamiento elástico del 
hueso trabecular. Para esto, se empleó la microestructura celular introducidas por 
Kowalczyk y se desarrolló un método de optimización novedoso – basado en la 
equiparación de las simetrías del tensor elástico – para encontrar los valores de los 
micro parámetros geométricos que resultan en la microarquitectura que mejor 
reproduce la respuesta elástica de una muestra ósea natural objetivo. El 
comportamiento de las muestras naturales y sus correspondientes artificiales se 
comparó en términos de los tensores elásticos y la respuesta ultrasónica. Los 
principales resultados y conclusiones son: 
- Se demostró la capacidad de la microestructura parametrizada de Kowalczyk 
para combinar las clases simétricas isotrópica, hexagonal, tetragonal y 
ortorrómbica del tensor elástico en las proporciones presentes en el hueso 
trabecular. 
- El estudio de 146 muestras naturales resultó en microestructuras artificiales con 
un error promedio del 6%. 
- Se encontró que las microestructuras artificiales son, en general, más rígidas que 
sus contrapartes naturales de igual fracción sólida; esto equivale a decir que las 
microestructuras artificiales hacen un uso más eficiente del material que sus 
contrapartes naturales. Esta desviación puede ser compensada mediante el 
escalado del módulo de Young del material de las microestructuras artificiales. 
El valor medio para el factor de escalado se estimó igual a 0.55, es decir, el 
material de la microestructura parametrizada debería tener, en promedio, la 
mitad de la rigidez del tejido óseo trabecular. 
- No es posible calcular la atenuación ultrasónica de banda ancha de las muestras 
artificiales; esto se atribuye al efecto dispersivo de sus estructuras periódicas 
regulares. 
- Las velocidades del sonido de las muestras naturales resultaron, en la mayoría 
de los casos, mayores que las de sus correspondientes artificiales miméticas. 
Esta diferencia fue en promedio del 16%. 
- Se estima que la incorporación de los parámetros de permeabilidad y tortuosidad 
al método de búsqueda de la microestructura artificial mimética mejoraría la 
correlación de su comportamiento ultrasónico con el del hueso trabecular natural. 
 
• Se desarrolló e implementó una herramienta de optimización multiescala para 
maximizar la rigidez de cuerpos elásticos con microestructuras biomiméticas 
parametrizadas. La herramienta de optimización utiliza como variables de diseño los 
valores locales de los micro parámetros y de la orientación de la microestructura 
sobre el dominio del cuerpo. La herramienta es computacionalmente eficiente; las 
características más destacadas de su implementación son el uso de: un algoritmo de 
optimización del tipo punto interior, una metodología de superficie de respuesta 
precalculada para la evaluación del tensor elástico de la microestructura en función 
de los micro parámetros, el método adjunto para el cálculo de la sensibilidad de la 
respuesta mecánica macroscópica a la variación de los micro parámetros, y de la 
aproximación cuasi Newton para la evaluación de la matriz Hessiana. La efectividad 
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de la herramienta de optimización se demostró para una serie de casos de estudio y 
se exploró su capacidad para reproducir la microestructura de un fémur proximal 
sometido a cargas fisiológicas normales. Los principales resultados son: 
- La utilización de un filtro sobre los micro parámetros permite obtener diseños 
libres del defecto de checkerboard a costa de deteriorar el valor final de la función 
objetivo y aumentar el costo computacional. La suavización de los gradientes 
espaciales de los micro parámetros que resulta del filtro sirve también para lograr 
transiciones suaves entre microestructuras, efecto que podría ser utilizado para 
mejorar la fabricabilidad de los diseños. 
- La optimización multiescala resulta en distribuciones del material en la 
macroescala coherentes con las que produce un algoritmo de optimización 
topológica; los diseños que resultan de la optimización multiescala son más 
eficientes (las estructuras son más rígidas para la misma fracción de volumen 
sólido global) que los que produce la optimización topológica. 
- La optimización multiescala predijo con éxito las principales características de la 
disposición espacial y direcciones de anisotropía de las microestructuras 
trabeculares y corticales en el fémur natural: el canal medular en la diáfisis y los 
patrones de haces de trabéculas compresivo principal y trocantéreo en la epífisis. 
Las diferencias se atribuyen a las limitaciones del modelo de carga fisiológica 
utilizado. 
- La optimización multiescala produce transiciones entre las zonas de hueso 
cortical y trabecular más marcadas que las observadas en el hueso natural. Este 
comportamiento del esquema de optimización podría ser mejorado mediante la 
calibración del filtro de los micro parámetros o, de ser necesario, mediante la 
implementación de un nuevo esquema de suavizado de la solución.  
Como conclusión general, se encuentra que los productos y resultados antes reseñados 
realizan aportes originales sobre metodologías novedosas de cálculo computacional y la 
respuesta mecánica de microestructuras trabeculares artificiales biomiméticas que 
contribuyen en la dirección de los objetivos generales de la investigación que motivó el 
plan de trabajo de esta tesis. 
8.2 TRABAJOS FUTUROS 
Durante el desarrollo de este trabajo se han identificado varias posibles direcciones para 
el trabajo futuro. 
• La dirección más relevante para el trabajo futuro es incorporar a las microestructuras 
trabeculares artificiales la capacidad para mimetizar las características de 
permeabilidad y tortuosidad del hueso trabecular. El trabajo en esta dirección es 
fundamental para continuar y completar las herramientas de diseño presentadas en 
este trabajo, y así considerar en forma más rigurosa los requisitos morfológicos 
asociados a las funciones osteoinducción y osteoconducción de los andamios. 
Es interesante señalar que las metodologías desarrolladas e implementadas en esta 
tesis pueden ser utilizadas para esta extensión del trabajo: el método de FFT puede 
ser utilizado para caracterizar la permeabilidad del hueso trabecular y las 
microestructuras artificiales (ya sea la de Kowalczyk u otra que se identifique o 
proponga en el futuro); el esquema de optimización para encontrar microestructuras 
miméticas puede ser extendido para incorporar la permeabilidad al análisis, ya sea 
mediante una optimización multiobjetivo (optimización de propiedades estructurales 
y de permeabilidad en forma simultánea) o mediante la combinación de los  
Diseño Multiescala de Estructuras Porosas Inspiradas en el Hueso Trabecular 
 
  
LUCAS COLABELLA 152 
 
propiedades elásticas y de permeabilidad como objetivos y restricciones; finalmente, 
el esquema de optimización multiescala puede incorporar la permeabilidad como una 
restricción local, de forma análoga a la restricción sobre la fracción de volumen sólido 
en este trabajo. 
 
• Una vez extendida la capacidad mimética de las microestructuras artificiales para 
incorporar la permeabilidad, se podría retomar el estudio sobre el comportamiento 
ultrasónico de las microestructuras para verificar si hay una mejora en la correlación 
entre las respuestas de las microestructuras artificiales y las naturales. 
Sería interesante continuar el trabajo sobre la caracterización del comportamiento 
ultrasónico de las microestructuras artificiales para explorar si una señal de menor 
frecuencia disminuye el nivel de ruido de la estructura periódica y así mejorar la 
linealidad de las curvas de atenuación. Una mejor caracterización ultrasónica de las 
microestructuras artificiales serviría para enriquecer y mejorar los criterios para 
evaluar su capacidad mimética. Eventualmente, estos criterios podrían ser validados 
de forma experimental, ya que es posible realizar ensayos de ultrasonido sobre 
probetas fabricadas mediante impresión 3D. 
 
• Sería casi inmediato repetir el análisis de optimización multiescala del fémur con 
hipótesis más elaboradas de carga, y así verificar si se logran predicciones más 
precisas de la estructura del hueso real. En el mismo sentido, hay que investigar 
sobre la implementación de una estrategia de suavizado de los micro parámetros 
para moderar la transición entre las microestructuras trabeculares y corticales. 
Para una etapa más avanzada del trabajo, se propone desarrollar un criterio de falla 
para las microestructuras para luego incorporarlo como una restricción local en la 
herramienta de optimización multiescala. Esta incorporaría una capacidad importante 
a la herramienta en la dirección de incrementar su utilidad como herramienta práctica 
de diseño. 
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A MIMETIZACIÓN DE MUESTRAS HUMANAS 
La Figura A.1 muestra los residuos ℛ1 y los errores en las clases de simetría (4.14) de las 
optimizaciones SQP como función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 . La Figura A.1(a) muestra que ℛ1  y su 
 
Figura A.1. Optimización SQP de las muestras humanas: (a) residuos y (b) errores en las clases de 
simetría como función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
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dispersión disminuyen con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, desde 0.5 ≲ ℛ1 ≲ 3 para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 < 7.5% hasta 0.1 ≲
ℛ1 ≲ 0.6  para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 < 32% . La relajación de la restricción 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖  no resulta en 
mejoras significativas en ℛ1  (los análisis para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 = 10%  exhibieron el mismo 
comportamiento, por lo que no son mostrados aquí). Los resultados en la Figura A.1(b) 
permiten observar que 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚  y 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒  son sistemáticamente sobre y subestimados, 
respectivamente; sus errores medios son 𝐼𝐼𝑐𝑐𝚤𝚤𝑖𝑖𝑖𝑖������ = 0.20 y 𝐼𝐼𝑐𝑐ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒������ = −0.74. Los errores tienden 
a disminuir con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵, siendo la única excepción la simetría tetragonal, el cual pude 
alcanzar valores dentro del rango −5 < 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡 < 12. Los errores relativos medios para las 
clases de simetría tetragonal y ortorrómbica son 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡������ = 1.74  y 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖𝑜𝑜𝑡𝑡������ = 0.18 , 
respectivamente. 
La optimización PS resultó en un valor medio para el residuo ℛ2���� = 0.06  con una 
desviación estándar 𝑆𝑆𝐷𝐷ℛ2 = 0.09. Al igual que en la estrategia de SQP, la relajación de 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 no resultó en mejoras significativas para ℛ2. Además del error para las matrices 
elásticas mostradas en la Figura 4.8, la Figura A.2 presenta los errores (4.14) para las 
clases de simetría. La Figura A.2 permite observar que los errores medios para las clases 
de simetría son mucho menores que aquellos de la estrategia SQP mostrados en la Figura 
A.1b: 𝐼𝐼𝑐𝑐𝚤𝚤𝑖𝑖𝑖𝑖������ = 0.06, 𝐼𝐼𝑐𝑐ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒������ = −0.13, 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡������ = −0.06 y 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑖𝑖𝑜𝑜𝑡𝑡������ = −0.02; las desviaciones estándar 
son 𝑆𝑆𝐷𝐷𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0.11 , 𝑆𝑆𝐷𝐷𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒 = 0.27 , 𝑆𝑆𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡 = 0.27  y 𝑆𝑆𝐷𝐷𝑡𝑡𝑖𝑖𝑜𝑜𝑡𝑡 = 0.18 . Al igual que en la 
optimización SQP, 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡 presenta la dispersión más alta y hay tendencias a sobreestimar 
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑚𝑚  y subestimar 𝑐𝑐ℎ𝑡𝑡𝑒𝑒 . La alta dispersión de 𝐼𝐼𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  es consecuencia de la contribución 
relativamente pequeña de la simetría tetragonal a la matriz de elasticidad, la cual es 
siempre 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0.05, ver Tabla 4.2 y Figura 4.1. 
 
 
Figura A.2. Optimización PS de las muestras humanas: errores en las clases de simetría como función 
de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵. 
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B MIMETIZACIÓN DE MUESTRAS BOVINAS 








0.268 0.087 0.152 −0.015 −0.011 −0.003
0.087 0.486 0.195 0.001 −0.066 0.023
0.152  0.195 0.677 0.010 0.044 0.011
−0.015 0.001 0.010 0.175 −0.042 −0.005
−0.011 −0.066 0.044 −0.042 0.198 0.001














0.306 0.152 0.199 0.060 −0.010 −0.010
0.152 1.202 0.421 −0.025 0.039 0.052
0.199  0.421 1.885 −0.040 0.067 0.007
0.060 −0.025 −0.040 0.461 −0.089 −0.149
−0.010 0.039 0.067 −0.089 0.268 0.064














0.573 0.234 0.219 −0.006 −0.015 0.004
0.234 0.640 0.253 −0.005 −0.016 0.006
0.219  0.253 1.260 −0.017 0.023 −0.003
−0.006 −0.005 −0.017 0.317 −0.017 −0.002
−0.015 −0.016 0.023 −0.017 0.246 0.052














0.163 0.075 0.068 −0.008 −0.016 0.010
0.075 0.350 0.126 −0.018 −0.005 0.018
0.068  0.126 0.606 0.029 −0.004 −0.032
−0.008 −0.018 0.029 0.148 −0.023 0.043
−0.016 −0.005 −0.004 −0.023 0.093 −0.014














0.318 0.075 0.107 −0.008 0.001 0.021
0.075 0.426 0.182 0.024 0.002 −0.017
0.107  0.182 0.464 −0.027 −0.003 −0.001
−0.008 0.024 −0.027 0.144 −0.007 0.002
0.001 0.002 −0.003 −0.007 0.116 0.008








Se realizaron 10 optimizaciones mediante el método PS para cada muestra usando 
diferentes semillas. Para cada caso, los dos mejores resultados (es decir, las soluciones 
que alcancen los menores valores de la función objetivo) fueron comparados para evaluar 
la repetitividad de las soluciones. Se encontró que para las muestras #2 y #4, los residuos 
de las dos mejores soluciones fueron prácticamente coincidentes (difirieron en menos del 
1%), mientras que los valores resultantes para los micro parámetros geométricos difirieron 
en menos del 2%. Para las muestras #1 y #3 los dos residuos menores difirieron alrededor 
del 12% y los micro parámetros geométricos presentaron discrepancias de hasta un 80%. 
Es interesante notar que el micro parámetro 𝑡𝑡𝑡𝑡 , el cual gobierna la ortotropía de la 
microestructura, mostró una repetitividad remarcable, con discrepancias menores al 0.2% 
para los análisis de las muestras #1, #2, #3 y #4. En contraste, para la muestra #5, los 
residuos de las dos mejores soluciones difirieron en cerca del 90% y los micro parámetros 
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geométricos hasta un 70% ; el mejor desempeño es para 𝑡𝑡𝑡𝑡 , el cual presenta una 
discrepancia de un 13%. 










0.302 0.204 0.105 0 0 0
0.204 0.502 0.156 0 0 0
0.105  0.156 0.669 0 0 0
0 0 0 0.147 0 0
0 0 0 0 0.116 0















0.268 0.087 0.152 0 0 0
0.087 0.486 0.195 0 0 0
0.152  0.195 0.677 0 0 0
0 0 0 0.175 0 0
0 0 0 0 0.198 0















0.566 0.316 0.224 0 0 0
0.316 0.709 0.261 0 0 0
0.224  0.261 1.201 0 0 0
0 0 0 0.290 0 0
0 0 0 0 0.261 0















0.179 0.163 0.079 0 0 0
0.143 0.377 0.133 0 0 0
0.079  0.133 0.569 0 0 0
0 0 0 0.125 0 0
0 0 0 0 0.092 0















0.452 0.190 0.145 0 0 0
0.190 0.291 0.101 0 0 0
0.145  0.101 0.433 0 0 0
0 0 0 0.094 0 0
0 0 0 0 0.118 0
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C MÉTODOS NUMÉRICOS DE QUS 
C.1 Modelo 
C.1.1 Ecuaciones del modelo 
La ley fundamental usada en el modelado de la propagación de ondas se deriva de la ley 











donde 𝜌𝜌  es la densidad, 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝐱𝐱, 𝑡𝑡)  es la iesima componente del vector del campo de 
velocidad de la partícula 𝐯𝐯(𝐱𝐱, 𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝐮𝐮
𝜕𝜕𝑡𝑡
(𝐱𝐱, 𝑡𝑡), 𝐮𝐮 es el campo de desplazamiento, y {𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖} son 
las componentes del tensor de tensiones 𝛔𝛔 . En fluidos no disipativos, el tensor de 
tensiones tiene solamente términos diagonales, los cuales son opuestos al campo de 
presión: 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑝𝑝(𝐱𝐱, 𝑡𝑡); 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗). La ecuación (C.1) es una aproximación linealizada 
de la ley de Newton que describe movimiento dinámico, en el cual los términos estáticos 
que involucran la gravedad pueden ser despreciados. La ley de Newton es independiente 
de la naturaleza del material, el cual debe ser caracterizado matemáticamente usando 
una ecuación constitutiva adicional para completar el conjunto de ecuaciones del modelo. 
Para esto se utiliza la ley de Hooke generalizada para un material viscoelástico 
anisotrópico sometido a pequeñas deformaciones, la cual es dada por: 
















�, 𝐜𝐜 es el tensor de 
rigidez de cuarto orden, y 𝛈𝛈 es el tensor viscoso de cuarto orden. La ecuación (C.2) 
representa un medio elástico no homogéneo anisotrópico sin pérdidas para el cual las 
propiedades pueden ser dependientes del espacio. En particular, incluye fluidos, y medios 
no disipativos. 
Una formulación equivalente muy usada de la ley de Hooke se puede obtener tomando la 
derivada temporal de (C.2), y usando las simetrías de 𝐜𝐜 y 𝛈𝛈: 
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡
(𝐱𝐱, 𝑡𝑡) = ��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐱𝐱)
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖









C.1.2 Condiciones de contorno 
Métodos numéricos tales como FDTD discretizan el espacio empleando una malla. Tales 
mallas tienen un número finito de puntos, y, por lo tanto, estos métodos numéricos 
solamente resuelven ecuaciones de modelo en regiones limitadas del espacio. Para 
modelos de propagación se pueden considerar dos situaciones: (1) si el problema 
involucra ondas que se encuentran físicamente confinadas en una región del espacio, la 
malla puede ser diseñada sobre toda la región de interés. En este caso, las variables del 
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campo sobre los contornos de la malla deben obedecer condiciones que expresan la física 
del entorno. (2) si se quiere resolver numéricamente el fenómeno de propagación en un 
espacio no limitado, se requieren condiciones de contorno específicas, cuyo objetivo es 
hacer los límites de la malla transparentes a ondas entrando a la región de simulación. 
En la situación (1) las condiciones de contorno típicamente utilizadas son las de Dirichlet 
o las de Neumann. Las condiciones de contorno de Dirichlet corresponden a fijar los 
valores de la variable de campo sobre los límites del dominio, mientras que las de 
Neumann corresponden a fijar los valores de la derivada de la variable de campo en esa 
zona. 
La resolución de problemas tales como el de la situación (2) llevo al desarrollo de diversos 
métodos para simular medios infinitos. En el modelado en el dominio del tiempo, para una 
duración finita de la simulación 𝑇𝑇, la estrategia más simple consiste en usar un espacio 
restringido de dimensiones suficientemente grandes como para que las reflexiones de los 
contornos no alcancen las regiones de interés dentro del tiempo 𝑇𝑇. Sin embargo, en 
términos de costo computacional, esta estrategia puede ser empleada en problemas 
pequeños en 1 o 2 dimensiones, pero es generalmente impracticable en 3 dimensiones. 
Diferentes estrategias han sido desarrolladas para simular contornos transparentes. Una 
de ellas consiste en usar un conjunto de ecuaciones diferenciales especificas definidas 
en el contorno, llamadas condiciones de contorno absorbentes (ABC). Otra estrategia 
radica en agregar capas absorbentes o amortiguadoras alrededor del dominio, en las 
cuales las ecuaciones de onda son resueltas con un término de amortiguación. El espesor 
de la capa y el termino de amortiguación debería ser capaz de reducir la amplitud de las 
ondas durante la propagación en la capa tal que las reflexiones en los límites exteriores 
de la capa lleven a que prácticamente no haya reflexiones en el dominio físico principal. 
Esta estrategia fue la más eficiente hasta la introducción de las capas perfectamente 
unidas (PML). Esta estrategia es similar a las capas amortiguadas, pero usa ecuaciones 
que, a pesar de no describir propagación física en ningún material real, llevan a que no 
allá reflexión para ningún ángulo de incidencia. La discretización espacial necesaria en la 
implementación numérica de PML causa algunas reflexiones artificiales, pero estas 
pueden ser tan pequeñas como se desee controlando los parámetros de la capa tales 
como su espesor. PML es mucho más eficiente que ABC para ecuaciones 
elastodinámicas, manteniendo un costo computacional razonable, lo que lo hace 
actualmente el método más conveniente para modelar dominios sin restricciones. 
Además de definir las fronteras de la malla, también se requieren condiciones de contorno 
entre los subdominios dentro del espacio de simulación, donde se deben establecer 
condiciones de continuidad. Un tipo de frontera encontrado frecuentemente en el 
modelado de huesos es la que se presenta entre un fluido no viscoso y un medio sólido, 
tal como tejido blando y hueso cortical. En este caso, debido a la ausencia de tensiones 
tangenciales en fluidos sin pérdidas, solamente se requiere que la velocidad normal y la 
componente normal de la tensión sobre la interface sean continuas a lo largo de la 
frontera. Las interfaces entre diferentes medios pueden ser tratadas de dos maneras 
distintas dependiendo del esquema numérico. Una manera consiste en tratar diferentes 
medios explícitamente, lo que significa que las condiciones de continuidad deben ser 
definidas y calculadas en las coordenadas de las fronteras entre cada medio. La otra 
manera, específica para métodos numéricos basados en un mapa discreto de los 
parámetros de los materiales, consiste en considerar el dominio de simulación completo 
como un medio único con propiedades materiales variables en el espacio, ya sea de 
manera suave o abruptamente. Cualquiera sea el método utilizado, es fundamental que 
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las fronteras entre diferentes medios sean tratadas correctamente, ya que numerosos 
fenómenos de propagación de ondas se presentan en tales fronteras: reflexión, refracción, 
conversión de modo, etc. 
C.1.3 Generación de la onda 
Las ondas mecánicas son generadas físicamente dentro de un material ya sea a través 
de fuentes de movimiento o fuentes de tensión, usualmente aplicadas en alguna región 
localizada del espacio. En el dominio del tiempo es posible utilizar dos estrategias 
diferentes para generar ondas de ultrasonido: definir fuentes que están activas en 
determinados puntos de la malla durante la simulación, o proveer valores iniciales en 
todos los puntos de grilla que evolucionaran en el tiempo de acuerdo con las ecuaciones 
del modelo. 
C.2 Configuración del Modelo y Parámetros 
C.2.1 Geometría 
Para el hueso trabecular el modelo debe incluir una descripción de la trabécula cuyo 
tamaño característico es de unos pocos cientos de micrones. 
La geometría del modelo puede ser construida explícitamente prescribiendo las 
coordenadas de las fronteras de los diferentes medios. Este procedimiento puede ser 
conveniente cuando la geometría es simple. De lo contrario la geometría de la estructura 
del hueso debe ser obtenida a partir de imágenes digitalizadas. 
C.2.2 Propiedades del material 
Una de las principales ventajas de las técnicas de QUS es el ser sensibles a las 
propiedades del material, en particular las propiedades elásticas. De acuerdo con esto, 
los modelos de huesos deben incluir una representación realista de las propiedades del 
material. La definición de una propiedad del material asume una escala sobre la cual esta 
propiedad es definida. En gran medida, el modelado numérico de QUS sobre huesos no 
requiere la consideración de la organización del hueso hasta la nanoescala. Básicamente, 
es suficiente con describir el hueso como un material compuesto de dos fases: un tejido 
relativamente duro y una fase blanda. La fase blanda corresponde a la medula en el hueso 
trabecular. 
C.3 Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo 
El método de diferencias finitas es un método numérico que aproxima una ecuación 
diferencial definida sobre un dominio continuo a partir de un número finito de ecuaciones 
definidas solamente en los puntos de la malla. Para la propagación de ondas resuelta en 
el dominio del tiempo, provee los valores de los campos en localizaciones discretas en el 
espacio y en instantes discretos de tiempo. El método de FDTD es muy popular debido a 
su simplicidad y eficiencia. 
C.3.1 Principios 
Básicamente, el método de diferencias finitas está basado en la expansión en series de 
Taylor de funciones diferenciables. Para una función de una sola variable, la expansión 
de Taylor está dada por 
𝑓𝑓(𝐼𝐼 + ∆𝐼𝐼) = 𝑓𝑓(𝐼𝐼) + 𝑓𝑓′(𝐼𝐼)∆𝐼𝐼 + ⋯+ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝐼𝐼)(∆𝐼𝐼)𝑚𝑚 + 𝑆𝑆[(∆𝐼𝐼)𝑚𝑚+1], (C.4) 
donde 𝐼𝐼 es una variable genérica que puede representar la coordenada temporal 𝑡𝑡 o las 
coordenadas espaciales 𝑥𝑥 , 𝑦𝑦 , etc., y 𝑆𝑆[(∆𝐼𝐼)𝑚𝑚+1]  es el error residual. Se dice que la 
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aproximación es de orden 𝑘𝑘 si el error es  𝑆𝑆[(∆𝐼𝐼)𝑖𝑖]. Las simulaciones de propagación de 
ondas ultrasónicas que obedezcan las ecuaciones elastodinámicas de la Sección C.1.1 
se basan en esquemas de segundo orden, es decir, la aproximación utilizada es de orden 
2. Para funciones de más de una variable, tales como los campos espacio temporales 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) encontrados en problemas de propagación de ondas, la expresión de la expansión 
de Taylor toma en cuenta las derivadas parciales de 𝑓𝑓. Hasta el termino de primer orden, 
la expansión de Taylor para funciones de más de una variable es análoga a las funciones 
de una variable, pero usa las derivadas parciales de primer orden. En lo que sigue se 









Siguiendo esta aproximación, las ecuaciones para las tres componentes de la velocidad 
de desplazamiento dadas por (C.1) se escriben como: 
𝑣𝑣1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)







× �𝜎𝜎11 �𝑥𝑥1 +
∆𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
∆𝑡𝑡
2
� − 𝜎𝜎11 �𝑥𝑥1 −
∆𝑥𝑥
2




+ 𝜎𝜎12 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 +
∆𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
∆𝑡𝑡
2
� − 𝜎𝜎12 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
∆𝑥𝑥
2



























× �𝜎𝜎21 �𝑥𝑥1 +
𝛥𝛥𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
𝛥𝛥𝑡𝑡
2
� − 𝜎𝜎21 �𝑥𝑥1 −
𝛥𝛥𝑥𝑥
2




+ 𝜎𝜎22 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 +
𝛥𝛥𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
𝛥𝛥𝑡𝑡
2
� − 𝜎𝜎22 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
𝛥𝛥𝑥𝑥
2



























× �𝜎𝜎31 �𝑥𝑥1 +
𝛥𝛥𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
𝛥𝛥𝑡𝑡
2
� − 𝜎𝜎31 �𝑥𝑥1 −
𝛥𝛥𝑥𝑥
2




+ 𝜎𝜎32 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 +
𝛥𝛥𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
𝛥𝛥𝑡𝑡
2
� − 𝜎𝜎32 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
𝛥𝛥𝑥𝑥
2
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donde 𝑓𝑓𝑖𝑖 son las componentes vectoriales de las fuentes de fuerza. Las ecuaciones de 
las 6 componentes del tensor de tensiones dado por (C.3) toman la forma: 
𝜎𝜎11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)




× �𝑐𝑐11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1 −
∆𝑥𝑥
2




+ 𝑐𝑐12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
∆𝑥𝑥
2

















��� + 𝜃𝜃11 ∙ ∆𝑡𝑡 
(C.9) 
𝜎𝜎22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)




× �𝑐𝑐21(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) �𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1 −
∆𝑥𝑥
2




+ 𝑐𝑐22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
∆𝑥𝑥
2

















��� + 𝜃𝜃22 ∙ ∆𝑡𝑡 
(C.10) 
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𝜎𝜎33(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)




× �𝑐𝑐31(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) �𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1 −
∆𝑥𝑥
2




+ 𝑐𝑐32(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
∆𝑥𝑥
2

















��� + 𝜃𝜃33 ∙ ∆𝑡𝑡 
(C.11) 
𝜎𝜎23(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)


















+ 𝑐𝑐44(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣3 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣3 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
∆𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
∆𝑡𝑡
2
��� + 𝜃𝜃23 ∙ ∆𝑡𝑡 
(C.12) 
𝜎𝜎13(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)


















+ 𝑐𝑐55(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣3 �𝑥𝑥1 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣3 �𝑥𝑥1 −
∆𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
∆𝑡𝑡
2
��� + 𝜃𝜃13 ∙ ∆𝑡𝑡 
(C.13) 
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𝜎𝜎12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)




× �𝑐𝑐66(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) �𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣2 �𝑥𝑥1 −
∆𝑥𝑥
2




+ 𝑐𝑐12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) �𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 +
∆𝑥𝑥
2




− 𝑣𝑣1 �𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 −
∆𝑥𝑥
2
, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 +
∆𝑡𝑡
2
��� + 𝜃𝜃12 ∙ ∆𝑡𝑡 
(C.14) 
donde 𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖 son las componentes tensoriales de las fuentes de tasa de deformación. 
C.3.2 Discretización 
El método de FDTD discretiza los dominios espacial y temporal en grillas regulares, 
definidas por un paso temporal ∆𝑡𝑡 y un paso espacial ℎ. El paso espacial se asume que 
es independiente de la dirección, es decir, ∆𝑥𝑥 = ∆𝑦𝑦 = ⋯ = ℎ. 
Paso temporal 
Todas las componentes de la velocidad son calculadas para determinados instantes de 
tiempo, los cuales difieren de los instantes de tiempo en los que se calculan las 
componentes de la tensión. Más específicamente, el cálculo de una componente de la 
velocidad en el tiempo 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 es explícitamente derivado de su valor en el tiempo 𝑡𝑡 y de 
los valores de las componentes de la tensión en el tiempo 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡/2. La Figura C.1 muestra 
el proceso: el algoritmo comienza el cálculo con una condición inicial dada por el 
conocimiento del campo de velocidades en el tiempo 𝑡𝑡 = 0 y del campo de tensores de 
tensiones en el tiempo 𝑡𝑡 = ∆𝑡𝑡/2. 
 
Paso espacial 
Las variables presentes en el problema se organizan espacialmente como se muestra en 
la Figura C.2. Como se puede ver, solamente 𝜎𝜎11, 𝜎𝜎22 y 𝜎𝜎33 se encuentran en la misma 
posición. Esto es coherente con el hecho de que, en un fluido, 𝜎𝜎11, 𝜎𝜎22 y 𝜎𝜎33 tienen el 
mismo valor, el cual se corresponde con la presión sobre el fluido. 
 
Figura C.1. Principio de escalonamiento temporal del algoritmo de FDTD. 
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Condición de estabilidad 
La elección de ∆𝑡𝑡  y ℎ  es de crucial importancia en los métodos de FDTD. 
Cualitativamente, tanto ∆𝑡𝑡 como ℎ deben ser elegidos lo suficientemente pequeños como 
para proveer representaciones suficientemente suaves del campo a calcular. Por otro 
lado, ∆𝑡𝑡 y ℎ no pueden ser elegidos por separado, y deben obedecer una condición de 
estabilidad. La condición de estabilidad (comúnmente llamada condición CFL, por las 
iniciales de Courant, Friedrichs y Levy) depende del esquema numérico, y asegura que 
los campos calculados sean estables. Para problemas de propagación, la condición CFL 




≤ 𝛼𝛼𝑑𝑑 , (C.15) 
donde 𝛼𝛼𝑑𝑑 es una constante adimensional, la cual depende de la dimensión del espacio 𝑑𝑑, 
y 𝑐𝑐 es la velocidad de la onda. Cuando el problema involucra diversos valores de la 
velocidad de onda, como es el caso de un medio heterogéneo, se emplea la mayor 
velocidad para calcular la condición CFL. En la práctica, se selecciona primero el tamaño 
del paso espacial ℎ basado en criterios de precisión, y luego se utiliza el CFL para obtener 
∆𝑡𝑡 y asegurar estabilidad. 
 
Figura C.2. Distribución espacial escalonada de las variables del problema. 
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D ROTACIÓN DE LAS MUESTRAS 
Con el objetivo de orientar una determinada muestra según sus direcciones principales 
se determinó su sistema de coordenadas cartesiano de simetría. Esto se realizó mediante 
la librería MSAT para Matlab, que determina la matriz de rotación 𝑹𝑹 que permite obtener 
el tensor de tensiones orientado según sus direcciones principales 𝝈𝝈𝑹𝑹 de la siguiente 
manera 
𝝈𝝈𝑹𝑹 = 𝑹𝑹 ∙ 𝝈𝝈 ∙ 𝑹𝑹, (D.1) 
donde 𝝈𝝈 es el tensor de tensiones homogenizado. La matriz de rotación obtenida es luego 
utilizada para rotar las tomografías que describen la geometría de la muestra. Esto se 
logra empleando la función imwarp de Matlab, la cual permite aplicar una transformación 
geométrica a una imagen determinada. En la Figura D.1 se pueden ver las imágenes de 
TC de la muestra 9 originales y luego de aplicar la rotación. Como los modelos de 
ultrasonido deben tener la forma de un paralelepípedo ortogonal, se debe extraer una 
zona de interés de las imágenes rotadas que cumpla con esta característica. Esta zona 
de interés resultará lógicamente más pequeña que la zona original, por lo que en algunas 
muestras se debió “agrandar” la zona original duplicando las tomografías en las tres 
direcciones como se muestra en la Figura D.2. 
 
Para verificar la correcta rotación se realizó un nuevo análisis de homogenización sobre 
las muestras rotadas y se compraron los tensores de elasticidad obtenidos con los 
correspondientes a las muestras originales. La Tabla D.1 muestra las diferencias entre 





donde 𝑪𝑪𝑹𝑹  es el tensor de elasticidad de las muestras rotadas y 𝑪𝑪  es el tensor de 





Figura D.1. imágenes de TC de la muestra 9 originales y luego de aplicar la rotación. 
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𝑪𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑪𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐 𝑪𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑 𝑪𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐 𝑪𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑 𝑪𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑 𝑪𝑪𝟒𝟒𝟒𝟒 𝑪𝑪𝟓𝟓𝟓𝟓 𝑪𝑪𝟔𝟔𝟔𝟔 
1 3.61E-02 1.01E-02 5.04E-02 1.17E-02 4.82E-02 3.20E-04 1.95E-02 3.38E-02 1.40E-02 
2 2.90E-02 9.47E-03 2.25E-03 1.03E-02 7.47E-03 4.24E-03 5.95E-03 9.37E-03 1.03E-02 
3 8.99E-03 3.67E-04 4.49E-03 1.56E-03 1.55E-03 1.56E-03 1.04E-03 4.14E-03 1.56E-03 
4 2.14E-03 9.11E-04 1.97E-03 2.08E-03 2.66E-03 1.47E-03 1.80E-03 1.83E-03 1.59E-03 
5 1.11E-03 1.11E-03 2.44E-03 3.62E-04 2.58E-03 2.65E-04 6.52E-04 2.43E-03 7.67E-04 
6 3.87E-04 2.56E-03 2.01E-03 2.81E-03 2.69E-03 1.15E-04 8.64E-04 8.01E-04 1.71E-04 
7 2.27E-03 1.14E-03 9.04E-04 1.33E-03 1.75E-04 6.79E-04 2.78E-04 1.52E-04 1.26E-03 
8 4.73E-04 2.27E-03 4.25E-03 9.69E-04 6.36E-04 3.93E-03 4.16E-03 3.52E-04 9.16E-04 
9 8.89E-05 4.05E-05 1.19E-05 5.32E-05 7.18E-05 8.01E-05 5.15E-05 4.03E-05 5.81E-05 
10 4.93E-03 1.00E-04 2.36E-04 2.87E-04 2.42E-03 6.57E-04 6.03E-04 2.10E-03 5.50E-04 
11 1.95E-03 1.08E-02 5.77E-03 1.51E-03 4.74E-03 6.55E-05 6.16E-04 3.03E-03 2.81E-04 
12 1.25E-02 6.23E-02 6.93E-03 3.33E-03 4.28E-03 2.51E-02 2.15E-02 8.14E-03 3.57E-03 
13 1.24E-04 2.54E-04 1.01E-03 4.30E-04 3.50E-04 4.59E-04 4.74E-04 6.67E-04 7.31E-04 
14 2.79E-03 7.35E-03 1.75E-03 4.08E-03 1.81E-03 4.03E-03 5.67E-03 2.94E-03 3.59E-03 
15 2.74E-03 1.51E-02 1.74E-03 5.92E-04 1.57E-03 4.53E-03 3.40E-03 5.91E-04 9.39E-05 
16 9.19E-04 1.35E-03 2.41E-03 1.55E-03 1.37E-03 6.91E-04 3.60E-05 8.54E-04 3.12E-04 
17 1.52E-03 3.12E-04 9.98E-04 7.72E-04 7.37E-04 5.80E-04 2.59E-04 4.90E-04 8.75E-04 
18 1.92E-03 1.28E-02 3.72E-03 8.35E-03 2.77E-03 6.39E-03 7.08E-03 2.37E-03 7.48E-03 
19 5.43E-03 4.52E-02 3.18E-02 1.04E-02 1.11E-02 3.94E-02 3.79E-02 5.08E-03 2.87E-03 
20 8.65E-04 4.81E-03 2.17E-03 6.96E-04 1.04E-03 4.73E-03 3.98E-03 1.34E-03 3.24E-04 
21 1.00E-03 9.47E-04 2.82E-03 2.78E-04 1.67E-03 4.13E-04 3.15E-04 5.38E-04 9.52E-04 
22 1.21E-03 5.08E-03 3.25E-04 4.73E-03 3.00E-04 1.55E-03 1.37E-03 8.12E-04 5.67E-03 
23 1.92E-03 3.79E-03 6.20E-03 3.62E-03 2.75E-03 2.81E-03 3.19E-03 2.75E-03 3.59E-03 
Tabla D.1. Diferencias entre las componentes más significativas del tensor de elasticidad, calculadas 
según la ecuación (D.2). 
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Figura D.2. Organización de las muestras originales para realizar la rotación. 
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E SELECCIÓN DEL TAMAÑO DE PASO 
Para seleccionar el tamaño de paso a utilizar en los modelos realizados para las muestras 
artificiales se utilizó la muestra 1. Se determinó la velocidad del sonido en las tres 
direcciones principales para tres tamaños de paso distintos: 20 𝜇𝜇𝑚𝑚 (el tamaño empleado 
para las muestras naturales), 10 𝜇𝜇𝑚𝑚  y 5 𝜇𝜇𝑚𝑚 . La Tabla E.1 muestra los resultados 
obtenidos. Se puede ver que las diferencias obtenidas en todos los casos son inferiores 
al 2%, por lo que se concluye que para un tamaño de paso de 20 𝜇𝜇𝑚𝑚 el modelo alcanzó 
la convergencia. Teniendo en cuenta el bajo costo computacional de los modelos se 
decidió tomar un tamaño de paso de 10 𝜇𝜇𝑚𝑚 con el objetivo de obtener una mayor precisión 
en los resultados. 
 
Dirección Tamaño de paso (𝝁𝝁𝒎𝒎) 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 (𝒎𝒎 ∙ 𝒔𝒔−𝟏𝟏) 
1 20 1.62 
10 1.64 
5 1.65 
2 20 1.54 
10 1.54 
5 1.54 
3 20 1.57 
10 1.59 
5 1.57 
Tabla E.1. Velocidades del sonido obtenidas empleando diferentes tamaños de paso espaciales para la 
muestra 1 en las direcciones principales de anisotropía. 
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F SELECCIÓN DEL ALGORITMO DE OPTIMIZACIÓN 
Con el objetivo de evaluar los algoritmos introducidos en la Sección 6 se implementaron 
los cuatro problemas simples que se muestran en la Figura F.1 y se comparó su 
performance en términos del tiempo de cómputo y calidad de la solución obtenida. Para 
esto se utilizó un servidor HP ProLiant 350p Gen8 con dos procesadores Intel Xeon E5-
2620 de 2GHz y 136GB de memoria RAM. En el caso de los problemas (a), (b) y (c), a 
pesar de ser problemas bidimensionales, los modelos fueron construidos con elementos 
hexaédricos lineales empleando un solo elemento en la dirección del eje 𝑥𝑥1 , y se 
impusieron condiciones de contorno para simular un problema de deformación plana. 
Además, las trabéculas artificiales se alinearon con su eje 𝑥𝑥1′  paralelo al eje 𝑥𝑥1 del sistema 
global, y no se permitieron rotaciones alrededor de los ejes 𝑥𝑥2′  y 𝑥𝑥3′ . Para el material de 
las trabéculas se estableció un módulo de Elasticidad 𝐸𝐸 = 1𝑀𝑀𝑃𝑃𝐼𝐼  y un coeficiente de 
Poisson 𝜐𝜐 = 0.3, y la carga total aplicada fue de 1𝑚𝑚. 
 
Debido a que el problema (d) tiene un costo computacional alto, los algoritmos fueron 
comparados en primera instancia empleando los tres problemas restantes. Para cada uno 
de estos casos se construyeron dos modelos con diferente discretización, empleando 
mallas de 10 × 10 × 10 y 20 × 20 × 20 elementos. La densidad promedio fue restringida 
según la ecuación (6.48) con un 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.5. En todos los casos se estableció un 
tiempo máximo de 100 horas. En los casos en los que no se pudo establecer el tiempo 
máximo como un parámetro de entrada, la finalización se realizó de forma manual. Los 
criterios de parada para cada uno de los algoritmos se describen a continuación. 
  
Figura F.1. Casos empleados para la comparación de los algoritmos de optimización. 
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Conjunto Activo 
MaxFunctionEvaluations: Máximo número de evaluaciones de la función objetivo 
permitidos (2 × 105). 
MaxIterations: Máximo número de iteraciones permitido (1 × 105). 
StepTolerance: Tolerancia sobre el cambio en los micro parámetros. En cada iteración 
se calcula la norma de los micro parámetros de manera global y se compara con la 
iteración anterior. Si la diferencia es menor que este valor el algoritmo termina (1 × 10−6). 
FunctionTolerance: Tolerancia sobre el valor de la función objetivo. Cuando la función 
objetivo toma un valor menor que esta tolerancia el programa termina (1 × 10−6). 
OptimalityTolerance: Tolerancia sobre la optimalidad de primer orden217 (1 × 10−6). 
SQP 
MaxFunctionEvaluations: Máximo número de evaluaciones de la función objetivo 
permitidos (2 × 105). 
MaxIterations: Máximo número de iteraciones permitido (1 × 105). 
StepTolerance: Tolerancia sobre el cambio en los micro parámetros. En cada iteración 
se calcula la norma de los micro parámetros de manera global y se compara con la 
iteración anterior. Si la diferencia es menor que este valor el algoritmo termina (1 × 10−6). 
OptimalityTolerance: Tolerancia sobre la optimalidad de primer orden217 (1 × 10−6). 
Punto interior (Matlab) 
HessianApproximation: Define como el resolvedor calcula el Hessiano. Sus posibles 
valores son: 
• bfgs: Calcula el Hessiano por una aproximación cuasi-Newton. 
• lbfgs: Calcula el Hessiano por una aproximación cuasi-Newtoniana de gran 
escala y memoria limitada. 
En este trabajo se utilizó la aproximación lbfgs. 
MaxFunctionEvaluations: Máximo número de evaluaciones de la función objetivo 
permitidos (2 × 105). 
MaxIterations: Máximo número de iteraciones permitido (1 × 105). 
StepTolerance: Tolerancia sobre el cambio en los micro parámetros. En cada iteración 
se calcula la norma de los micro parámetros de manera global y se compara con la 
iteración anterior. Si la diferencia es menor que este valor el algoritmo termina (1 × 10−6). 
OptimalityTolerance: Tolerancia sobre la optimalidad de primer orden217 (1 × 10−6). 
LDMMA 
maxfeval: Máximo número de evaluaciones de la función objetivo permitidos (2 × 105). 
maxiter: Máximo número de iteraciones permitido (1 × 105). 
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tolrfun: Tolerancia sobre el cambio en la función objetivo. Si la diferencia entre el valor 
de la función objetivo en la iteración actual respecto a la anterior es menor que este valor 
el algoritmo termina (1 × 10−7). 
tolafun: Tolerancia sobre el valor de la función objetivo. Cuando la función objetivo toma 
un valor menor que esta tolerancia el programa termina (1 × 10−7). 
IPOpt 
tol: Determina la tolerancia para la convergencia del algoritmo. El algoritmo termina 
exitosamente si el error escalado es menor que este valor53. Esto es 𝜖𝜖𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖 en la ecuación 
(6.31) (1 × 10−8). 
acceptable_tol: Si el algoritmo encuentra “acceptable_iter” iteraciones 
consecutivas que son consideradas aceptables, este terminará antes de que la tolerancia 
deseada “tol” sea alcanzada (1 × 10−6). 
acceptable_iter: Número de iteraciones aceptables para la finalización del algoritmo 
(15). 
acceptable_obj_change_tol: Tolerancia sobre el cambio en la función objetivo. Si la 
diferencia entre el valor de la función objetivo en la iteración actual respecto a la anterior 
es menor que este valor, esta condición es satisfecha (1 × 10−6). 
max_iter: Ajusta el máximo número de iteraciones permitido (1 × 105). 
La Figura F.2 muestra los resultados obtenidos con IPOpt para todos los modelos y la 
Tabla F.1 muestra la comparación de los algoritmos. Se puede ver que en todos los casos 
el algoritmo IPOpt obtuvo los mejores resultados cuando se observa el valor de la 
compliancia alcanzado. El algoritmo conjunto activo tiene un buen desempeño en cuanto 
a la relación entre el tiempo de cómputo y la compliancia obtenida en los modelos 
discretizados empleando 100 elementos, pero cuando se utilizan 400 elementos el 
algoritmo no alcanza los criterios de finalización dentro del tiempo máximo establecido. 
Algo similar ocurre con el algoritmo SQP. Esto se debe a que estos algoritmos no son de 
“gran escala”, es decir, necesitan crear matrices completas y usan algebra lineal densa. 
En consecuencia, cuando el problema a resolver es suficientemente grande, la cantidad 
de memoria utilizada es muy alta y el algebra lineal puede requerir un alto tiempo de 
cómputo. Por lo tanto, los algoritmos Conjunto Activo y SQP fueron descartados para su 
uso en este trabajo. El algoritmo LDMMA obtuvo malos resultados en los casos (b) y (c), 
e incluso en un modelo no logro alcanzar los criterios de parada en el tiempo establecido, 
por lo que este algoritmo también fue descartado. El algoritmo Punto Interior de Matlab 
no superó en ninguno de los casos el valor de compliancia logrado con IPOpt. Sin 
embargo, este algoritmo obtuvo resultados aceptables en todos los modelos y, para 
algunos casos, el tiempo requerido fue menor que el de IPOpt. 
Por lo tanto, se procedió a continuación a realizar modelos para el caso (d) de la Figura 
F.1 comparando los algoritmos IPOpt y Punto Interior de Matlab. Para esto, haciendo uso 
de la simetría del problema, se construyeron modelos sobre la región mostrada en la 
Figura F.3 estableciendo las condiciones de contorno correspondientes. El problema fue 
discretizado utilizando una malla regular con elementos hexaédricos lineales, con una 
malla de 10 × 10 × 10  elementos. Para cada algoritmo se realizaron dos modelos 
restringiendo la densidad promedio según la ecuación (6.48) con un 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.3 y 
𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.5. Los micro parámetros utilizados para cada uno de los algoritmos son 
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los mismos que se emplearon anteriormente. La Tabla F.2 muestra los resultados 
obtenidos. Se puede ver que cuando se utilizó un 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.3 el algoritmo Punto 
Interior de Matlab no logró alcanzar las condiciones de parada en el tiempo máximo 
establecido. Para 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 = 0.5  ambos algoritmos alcanzaron las condiciones de 
parada. Allí se puede observar que el IPOpt alcanzó un valor menor para la función 
objetivo. La Figura F.4 muestra los resultados obtenidos para el modelo con 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒 =
0.3. A partir de estos análisis se optó por el uso del algoritmo IPOpt para este trabajo. 
 







Figura F.2. Resultados obtenidos sobre los modelos (a), (b) y (c) de la Figura F.1 utilizando el algoritmo 
IPOpt. La leyenda de colores muestra la fracción volumétrica en cada uno de los puntos de muestreo. 
Las barras representan las direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y el módulo de 
elasticidad en esas direcciones. 
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Caso Cantidad de 
elementos 





10 × 10 
Conjunto 
Activo 9 00:04:06 3.38 × 10
−2 
SQP 652 03:19:36 2.26 × 10−2 
Punto Interior 79 00:16:50 2.02 × 10−2 
LDMMA 49 00:08:19 2.71 × 10−2 
IPOpt 381 01:30:03 1.99 × 10−2 
20 × 20 
Conjunto 
Activo 13 02:27:04 6.61 × 10
−2 
SQP --- --- --- 
Punto Interior 47 00:41:33 4.46 × 10−2 
LDMMA 29 00:19:17 6.11 × 10−2 
IPOpt 487 08:00:03 3.77 × 10−2 
(b) 
10 × 10 
Conjunto 
Activo 47 00:18:55 0.22 
SQP 1483 09:31:36 0.16 
Punto Interior 778 02:30:05 0.17 
LDMMA 780 20:03:31 7.80 
IPOpt 246 01:05:54 0.16 
20 × 20 
Conjunto 
Activo --- --- --- 
SQP 932 97:58:37 0.38 
Punto Interior 188 02:37:38 0.52 
LDMMA 217 02:21:48 236 
IPOpt 468 06:51:41 0.35 
(c) 
10 × 10 
Conjunto 
Activo 69 00:28:00 0.26 
SQP 2376 14:31:11 0.21 
Punto Interior 726 02:02:33 0.23 
LDMMA --- --- --- 
IPOpt 186 00:47:40 0.21 
20 × 20 
Conjunto 
Activo --- --- --- 
SQP --- --- --- 
Punto Interior 697 09:17:28 0.58 
LDMMA 424 05:08:03 234 
IPOpt 319 05:21:07 0.49 
Tabla F.1. Resultados obtenidos sobre los modelos (a), (b) y (c) de la Figura F.1 para diferentes 
algoritmos de optimización. 
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Figura F.4. Resultados obtenidos sobre el modelo (d) de la Figura F.1 utilizando el algoritmo IPOpt. En 
(a) se muestra la fracción volumétrica de las trabéculas contenidas en cada elemento. La figura (b) 
muestra la tensión de von Mises en los nodos de los elementos con una fracción volumétrica mayor a 
0.99. En (d) se puede ver el corte por el plano mostrado en (c). Las barras están orientadas según las 
direcciones principales de las trabéculas artificiales obtenidas y su dimensión representa el módulo de 
elasticidad en esas direcciones. 
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Punto Interior --- --- --- 
IPOpt 843 63:13:38 5.23 × 10−2 
0.5 
Punto Interior 463 23:08:08 5.05 × 10−2 
IPOpt 652 29:33:35 3.69 × 10−2 
Tabla F.2. Resultados obtenidos sobre el modelo (d) de la Figura F.1 para los algoritmos Punto Interior 
y IPOpt para dos fracciones volumétricas distintas. 
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Figura G.1. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución no filtrada del ejemplo de la viga catilever. 
 
Figura G.2. Micro parámetros geométricos para las microestructuras a lo largo de la línea verde de la 
Figura G.1; solución sin filtro. Para mantener la figura clara no se muestran todos los resultados. 
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Figura G.3. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución filtrada del ejemplo de la viga cantilever. 
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Figura G.4. Micro parámetros geométricos para todas las microestructuras de la (a) solución filtrada y 
(b) solución sin filtro de la viga cantiléver. Para mantener la figura clara no se muestran todos los 
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Figura G.5. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución no filtrada del ejemplo de la viga en L. 
 
Figura G.6. Micro parámetros geométricos para las microestructuras a lo largo de la línea verde de la 
Figura G.6; solución sin filtro. Para mantener la figura clara no se muestran todos los resultados. 
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Figura G.7. Fracciones de las clases de simetría (ecuación (7.2)) en función de 𝐵𝐵𝐵𝐵/𝑇𝑇𝐵𝐵 en los puntos de 
muestreo para la solución filtrada del ejemplo de la viga en L. 
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Figura G.8. Micro parámetros geométricos para todas las microestructuras de la (a) solución filtrada y 
(b) solución sin filtro de la viga en L. Para mantener la figura clara no se muestran todos los resultados. 
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